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Tema 3: Algebra.

3.1 Expresiones algebraicas.

Una expresion algebraica es aquella en la que se opera aritméticamente con
numeros y letras o incognitas que estin representando nimeros cualesquiera.
Hay cuatro tipos de expresiones algebraicas:
- Identidades, que son ciertas siempre, independientemente del valor de las

letras o incégnitas. Ejemplos: (a+b)’ =a® +2ab+b?; a(b+c)=ab+ac
- Foérmulas, que son expresiones ciertas en un determinado contexto.

. ¢ -a . .

Ejemplo: Area = p7 , expresa el drea de un poligono regular.

- Polinomios. Ejemplo: P(x) = x> —5x* +3x — 4. Se estudiardn ahora.

- Ecuaciones, que son expresiones ciertas solo para algunos valores de la
incdgnita, que serdn las soluciones. Ejemplo: 2x —5 = x + 3 (sol: x=8).

3.2 Polinomios.

[XPbl

Un monomio es una expresion algebraica de la forma ax", siendo “a” un
numero real llamado coeficiente, “x” la incégnita y “n” un nimero natural
que seré el grado del monomio. Con los monomios se opera de forma natural
teniendo en cuenta las propiedades de las potencias:

- Sélo se pueden sumar o restar los monomios de igual grado (semejantes).
En este caso, se saca factor comtn. Ejemplo: 2x° +5x° = (2+5)x3=7x°

- Para multiplicar dos monomios se multiplican los coeficientes y se suman
los exponentes. Ejmplo: 2x°3x* = 2.3x*** = 6x’

- Para dividir dos monomios se dividen los coeficientes y se restan los

. 5> 5 5, 5
exponentes. Ejmplo: — =>x"7? =>x°
3x 3 3
Un polinomio es una expresion algebraica formada por una suma o resta de
monomios, que normalmente se escriben ordenados por su grado de mayor a

menor. Ejemplo: P(x) = x” —5x* +8x —4 es un polinomio de grado 3.

El valor numérico de un polinomio en un nimero se define como el valor que
se obtiene al sustituir la incognita x por dicho nimero. Por ejemplo el valor
numérico del polinomio anterior en x=3 vale 2:

P(3)=3"-53"+83-4=27-45+24-4=51-49=2

Cuando el valor numérico resulta 0, se dice que el nimero es una raiz o cero
del polinomio. P(1)=1° =51 +81-4=1-5+8-4=9-9=0.El 1 es raiz.
Operaciones con polinomios:

- Para sumar dos polinomios se colocan ordenados en columnas de igual
grado y se suman los monomios semejantes de igual grado.

—5x* 43x’ —2x? +5x =3
—2x* =5x* —-5x* +2x  +4
—7x* —2x? —=7x*  +7x 41
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- Pararestar dos polinomios se colocan ordenados en columnas de igual
grado, se cambia de signo el sustraendo y se realiza a continuacion la
suma en cada columna igual que antes.

—5x* +3x° -2x* +5x -3
—2x* -5x* -5x* +2x +4
-5x* +3x* -2x* +5x -3
+2x* +5x° +5x> -2x -4 7
-3x* +8x® +3x* +3x =7

- Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada monomio del
multiplicador por todos los monomios del multiplicando y,
posteriormente, se colocan todos los resultados ordenados en columnas de
igual grado y se realiza la suma en cada columna.

+3x> —2x° +5x -3
+2x  +4
+12x* —-8x* +20x -12
6x* -4 +10x? —6x
6x*  +8x®  +2x? +1l4x -12

- Para dividir dos polinomios se divide el monomio de mayor grado del
dividendo por el monomio de mayor grado del divisor. Después se
multiplica el divisor por el resultado obtenido y se resta del dividendo; es
decir, igual que se hace al dividir dos niimeros, ya que los nimeros son en
realidad polinomios en base 10. Este proceso se repite hasta que el resto
resultante tenga menor grado que el divisor.

6x* — D5 +3% x =1
-6x*  +6x° 6x’ +6x° +4x +9
+6x° —2x? +5x
—6x° +6x°
+4x*? +5x
—4x? +4x
+9x
+9x 49
+9

3.3 Regla de Ruffini vy teorema del resto.

e Laregla de Ruffini es un método abreviado para dividir polinomios, en el
caso particular en que el divisor es de la forma x £a. Asi, se puede realizar la
divisién anterior de manera mds rdpida prescindiendo de la variable x. Para
ello colocamos los coeficientes del dividendo en diferentes columnas y el
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nimero “a” a la izquierda, que se cambia el signo para que en lugar de
multiplicar y restar, s6lo sea necesario multiplicar y sumar. Después se
realizan operaciones de multiplicar y sumar.

+6 0 -2 +5 0
1 +6 +6 +4 49
‘ +6  +6  +4 49| +9

Se ha obtenido el mismo cociente: 6x° +6x” +4x +9 y el mismo resto: 9
El teorema del resto nos da una relacion entre el valor numérico y el resto de
la divisién por Ruffini:

El valor numérico de un polinomio P(x) en un nimero real a, coincide con el
resto obtenido al dividir el polinomio P(x) por x —a . Siguiendo el mismo

ejemplo de antes, el valor numérico del polinomio P(x) =6x* —2x* +5x en
a=1es P(1)=61*-21>+51=6-2+5=9, que coincide con el resto al
dividir P(x) por x —1(por Ruffini, claro).

En particular, un nimero sera raiz cuando el valor numérico sea 0, o lo que es
lo mismo, cuando el resto al aplicar Ruffini con ese nimero sea 0.

3.4 Raices v descomposicion en factores.

La bisqueda de las raices de un polinomio no es un proceso automético por el

que siempre se consiga obtener todas las raices; muy al contrario, es un

proceso en el que influye el azar y limitado sélo a las raices enteras. No

obstante, hay algunas indicaciones que debemos tener en cuenta y que nos

pueden ayudar a encontrar las raices:

- El ndmero maximo de raices coincide con el grado del polinomio.
Ejemplo: el polinomio P(x) = x* —5x + 6 tiene sélo dos raices 2 y 3.

- Las posibles raices enteras de un polinomio son divisores del término
independiente. Ejemplo: en el polinomio P(x) = x> —5x +6 las
candidatas a ser raices enteras son +1,£2, £3y +6.

1 -5 +6 1 -5 +6
2 +2 -6 3 +3 -6
1 -3 0 1 2 0

- Una vez que se encuentra una raiz, se puede continuar la bisqueda con el
cociente resultante, en lugar de volver al polinomio inicial. Ejemplo: en el

polinomio anterior P(x) =x*> —5x +6

1 -5 +6
2 +2 -6

1 -3 0
3 +3

1 0

- Siel polinomio no tiene término independiente, entonces una raiz primera
serd siempre x=0, y el resto de raices se buscardn sobre el polinomio que
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resulta de sacar factor comiin x. Ejemplo: P(x) = 2x> +2x* —4x tiene

como raiz x=0 y podemos continuar con x(2x2 +2x — 4)

2 +2 -4
1 +2 +4
2 +4 0
-2 -4
2 0

Las raices son: 0, 1y —2.

- Una vez que el polinomio inicial o alguno de los cocientes es de 2° grado,
podemos continuar la bisqueda de raices resolviendo la ecuacién de 2°
grado. Este método es mds seguro porque localiza todas la raices, sean o
no enteras. En el ejemplo anterior las raices 1 y —2 podrian obtenerse

—2144—42@4):>

22

resolviendo la ecuacién 2x* +2x—-4=0=>x =

—2+44+32 -2+436 -2%6 [x=1
4 4 4 Xx=-2

e Ladescomposicion en factores de un polinomio P(x) cuyo primer coeficiente

es A y cuyas raices son X,,X,,X;,... es |P(X) = Alx —x Jx = x, x = x;)..

Ejemplos: los polinomios del apartado anterior, cuyas raices ahora se
conocen, tienen las siguientes descomposiciones factoriales:

P(x)=x*-5x+6=(x-2)(x -3)
P(x) = 2x” 4+ 2x* —4x = 2x(x —=1)(x + 2). Podemos comprobar multiplicando.

3.5 Fracciones polindmicas.

P(x)

(x)
cociente de polinomios. En algunas ocasiones, si los polinomios tienen alguna
raiz comun, la fraccién puede simplificarse. Ejemplo:
x?=5x+6 _ (x —2)(x-3) _x-3

2x —4 2(x-2) 2

Para operar con fracciones polindmicas se siguen los mismos procedimientos
que con las fracciones ordinarias.
a_ c_adtbc _ ac _ac _ a ¢ _ad
b d bd ’ bd bd b'd bc
Hay que tener en cuenta que para sumar o restar varias fracciones
polinémicas es conveniente utilizar el método del minimo comun multiplo de
los denominadores, que ahora serd un polinomio. Ejemplo:

e Una fraccion polindmica es una expresion de la forma

, es decir, un

1 2, 2 1 _
x?=2x+1 1-x x*-1 (x-1 x-1 (x=1)(x+1)
X +1 2(x —1)(x +1) x-1  x+1+2x*=2+x-1_ 2x* +2x-2

(x—l)z(x+1) (x—l)z(x+1) (X—l)z(X+1) (x—l)z(x+1) (X—l)z(x+1)
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3.6 Concepto de ecuacion vy solucion.

Una ecuacion es una igualdad algebraica en la que aparecen incognitas cuyo

valor se desconoce inicialmente. La igualdad sélo serd cierta para algunos

valores de la incégnita, que serdn las soluciones de la ecuacion. Se puede
O +3 imaginar una ecuacion

OO O 1 como una balanza en

P equilibrio, en la que se

desconoce el valor de uno
de los elementos. Por
ejemplo, en la siguiente
situacién: 3x +3=x+11

La solucién de la ecuacién es x =4, porque es el tnico valor que hace que la
igualdad y al sustituir resulta 15=15.

También puede plantearse como una pregunta: ;Cudnto tiene que valer x para
que se cumpla la igualdad: 3x +3=x+11?

La respuesta a la pregunta es la solucién: x debe valer 4.

Para resolver una ecuacion se realizan transformaciones elementales:
sumando, restando, multiplicando o dividiendo en ambos miembros.
3x+3=x+11=23x+3-x=x+11-x=2x+3=11

2x+3—3=11—332x=8:>27x=§:>x=4

Al aplicar estas transformaciones elementales, que mantienen el equilibrio,
observamos que nos conducen a las tipicas reglas aprendidas: “lo que esta
sumando pasa restando, lo que estd multiplicando pasa dividiendo etc”.
Este mismo proceso es el que se utiliza para resolver cualquier ecuacién de
grado 1. Y si aparecen denominadores se eliminan utilizando la técnica del
m.c.m. Se eliminan porque se multiplica en ambos miembros. Ejemplo:

3x x-1 x  9x 2(x-1) x

22 AT 277 -

-2t oo ox-20x-1)=x=
2 3 6 6 6 6

29X—2X+2=X:>9X—2X—X=—226X=—22>X=?=—%

3.7 Ecuaciones polindmicas de segundo grado.

La ecuacién de segundo grado, ya simplificada, es: ax”> +bx +c =0 y se

) . —b++b* —4ac
resuelve mediante la formula x = 5 . Por tanto, pueden
-a
aparecer 0, 1 o 2 soluciones dependiendo de si el signo del radicando es
negativo, cero o positivo. Ejemplo:

~24\4-42(4) _

22
L _T2%44432 24436 216 _< x=1

4 4 4

2x*+2x—4=0=>x =
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3.8 Ecuaciones polindmicas de tercer grado.

e La ecuacién de tercer grado ya simplificada serd ax’ +bx”* +cx+d =0.En
general no se puede resolver, a excepcion de dos casos particulares:
- Cuando no hay término independiente. En este caso podremos sacar factor
comun y una solucion serd x=0. Las otras soluciones se obtienen
resolviendo la ecuacién de segundo grado resultante. Ejemplo:

x*=5x*+6x=0

" x=0
x(x —5x+6):O "
X" =5x+6=0
) 5++/5% —416 5+425-24 541 [x=3
X —5X+6=0:>X:T:>x: 5 = 5 = 5
. X:

luego las soluciones son 0, 2 y 3.
- Cuando podemos encontrar una raiz entera (solucion) del polinomio por el
método de Ruffini. En este caso las otras soluciones podran obtenerse

resolviendo la ecuacién de 2° grado resultante. Ejemplo: x* —=7x+6=0

1 0 -7 +6
1 +1 +1 -6
|+ +1 -6 0
—1+.12=-41(- 14+ 1+
oy —6o0m x = 1EA 41(-6) o 1£41+24 —1%5 _
21 2 2
luego las soluciones son 1,2y —3.

3.9 Ecuaciones polindmicas de cuarto grado.

e Laecuacién de cuarto grado ya simplificada es ax* +bx’ +cx” +dx+e=0.
En general no se puede resolver, a excepcion de tres casos particulares
siguientes:

- Cuando no hay ni término independiente, ni término en x. En este caso
podremos sacar factor comiin x’y una solucién serd x=0. Las otras
soluciones se obtienen resolviendo la ecuacion de segundo grado
resultante. Ejemplo: x* —5x° +6x° =0

x=0
xz(x2 —-5x +6)= of
X" =5x+6=0
) 5++/5% —416 5+425-24 541 [x=3
X —5X+6:03X:T:>X: ) = > = 5
. X =

luego las soluciones son 0, 2 y 3.

- Cuando podemos encontrar dos raices enteras (soluciones) del polinomio
por el método de Ruffini. En este caso las otras soluciones podrdn
obtenerse resolviendo la ecuacion de 2° grado resultante. Ejemplo:

3x* —8x° +x2 +8x—-4=0
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3 -8 41  +8 -4
1 +3 & -4 +4
3 -5 -4  +4 0
-1 -3 +8 -4
3 -8  +4 0
Q)2 _ A + _ + X=2
8B 8 2 doil] 5 D J(=38) 434 _ _844/64-46 _8+4 _ =2
23 6 6 X-g

. 2
Luego las soluciones son 1,—1,2y 3

- Cuando la ecuacion es bicuadrada, es decir, cuando no hay exponentes
impares, ni término en x’ ni término en x. Ejemplo: x* —5x>+4=0.En
este caso se resuelve haciendo el cambio de variable z = x”, con lo que la
ecuacion pasa a ser de 2° grado. Después se calcula z, y podremos hallar

xzi\/;.

x*=5x2+4=0,si z=x?, tendremos: z>*—-5z+4=0

_5ty(5) —414 5t 2546_5i¢§_5i3_<2=4
2

21 2 2

<$ z=4 x=+J4=42

Si z=1 x=+J1=+1

z=1

luego las soluciones son 1,—1,2y —=2.

3.10 Ecuaciones racionales.

e Una ecuacion racional es aquella en la que la variable x se encuentra en el
denominador de alguna fraccidn. Para resolverlas hay que hallar el m.c.m. de
los denominadores, eliminar después todos los denominadores multiplicando
por dicho m.c.m. y resolver la ecuacién polinémica resultante.

Ejemplo:
11 3 10(x+3) 10x  3x(x+3)

== + = =10x+30+10x =3x*>+9x =
X x+3 10 10x(x+3) 10x(x+3) 10x(x+3)

—11+ 2 _4(— —11+
11+4/11 4(3B0:X_ H_JULH%O:

2(=3) - ~6

= 3x’+11x+30=0=>x =

~11+21,931 <—132
=% s sttt

-6 5,49

¢ En algunas ocasiones puede ocurrir que la solucién final no sea valida, porque

se anula algin denominador. Ejemplo: 2 1 5 2
2-x x-3 x"-5x+6

2—X:—(X—2)
x—3=x-3 m.c.m.z(x—Z)(x—3)
x2—5x+6=(x—2)(x—3)
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=3 1 2 -2(x-3) (x-2) 2 :>

x—2~x—3=(x—2)(x—3):> (x—2)(x—3) (x—2)(x—3) (x—2)(x—3)
= -2(x-3)-(x-2)=2= 2x+6—x+2=2=-3x =—6=x =2 NO VALIDA

3.11 Ecuaciones irracionales.

e Una ecuacion irracional es aquella en la que la variable x se encuentra en el
radicando de alguna raiz. Para resolverla hay que aislar la raiz, elevar al
cuadrado ambos miembros y resolver la ecuacién polindmica resultante.

Ejemplo:2—v/x -2 =x

2-Vx-2=x=22-x=4Jx-2=(2-x) :( x—2)2 =4-4x+x*=x-2=

5+4/(=5) 416 5+425-24 541 /3

S>X=——— D X=——=

21 2 2 2

En algunas ocasiones, puede que sea necesario repetir el proceso de asilar y

elevar al cuadrado dos veces, hasta conseguir eliminar todas las raices.

Ejemplo:

Vx—1-x+d=1=Vx—1+1=vx+4= [x-1+1f =(Vx+4] =

x—1+2Jx —1+l=x+4= 20x—1=4= 2Jx-1] =4* >

= 4(x-1)=16=4x-4=16=4x=20=>x =5
Nota: la solucién es cierta con signo antecedente en ambas raices negativo.

= x?-5x+6=0=>x =

3.12 Ecuaciones exponenciales.

e Una ecuacion exponencial es aquella en la que la variable x se encuentra en el
exponente de alguna potencia. Para resolver estas ecuaciones hay que aplicar

las propiedades de las potencias y luego realizar el cambio de variable z =a*.
Ejemplo: 2* +2* =72
242 =722+ (2 =281 222 242 =72

=7"4z2-72=0=>z=

—141P—41(-72) —1++/1+288 —1+17
= Z:f: 7=

21

Si z=8 2°=8 (2r=2') x=log,8=3
Si z=-9 2*=-9 leogz(—9)noexiste

3.13 Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss.

¢ Un sistema lineal de 2 ecuaciones con 2 incognitas es una expresion de la
a,x+b,y=c,

forma:
a,x+b,y=c,

coeficientes, y se suman o restan.

}. O sea, se multiplican las incégnitas por nimeros o
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2x =3y =1
Ejemplo: Y . La solucion del sistema es una pareja de valores -uno
Xx+2y=4
para cada incégnita- que cumplen las dos ecuaciones. Se puede resolver el
sistema por cualquiera de los tres métodos siguientes:

- Igualacion: se despeja la misma incégnita y se igualan las expresiones.

2x-3y=1] x=¥T1|3y11 2(-2y+4)
X +2y =4 2 2

=>3y+l=-4y+8=

Xx=-2y+4
=3y+4y=-1+8=T7y=7=y=1.Como y =1, por ejemplo, en la 1*
ecuacion tendremos: 2x —3=1=2x=4=>x=2.

- Sustitucién: se despeja una incdgnita en una de las ecuaciones y se
sustituye su expresion en la otra ecuacion.
2x =3y =1
x+2y=4
= -4y-3y=1-8=-Ty=-7=y=1.Como y =1, por ejemplo, en la
1* ecuacion tendremos: 2x -3 =1=2x=4=>x=2.

- Reduccioén: se buscan coeficientes opuestos para una incégnita, para a

}x:—2y+4:>2(—2y+4)—3y:1:>—4y+8—3y:1:>

) ., . 2x -3y =1
continuacién sumar las dos ecuaciones. 2* por—2 =
Xx+2y=4
2x =3y =1 N
-2x—4y=-8 = —-7Ty=-7=y=1.Como y =1, por ejemplo, en la
=-Ty=-7

1* ecuacién tendremos: 2x —3=1=2x=4=>x=2.

e Los sistemas lineales de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas se resuelven por el
método de Gauss, que consiste en realizar transformaciones elementales hasta
conseguir que sea triangular superior, es decir, hasta que en la segunda
ecuacion no haya incégnita x, y en la 3* ecuacién no haya ni incégnita x ni
incognita y. Una vez que el sistema sea triangular superior se resuelve de
forma natural, razonando desde abajo hacia arriba. Las transformaciones
elementales que se pueden realizar son las siguientes:

- Intercambiar de lugar las ecuaciones. Es conveniente que el primer
coeficiente de x en la 1* ecuacion sea 1.

- Multiplicar una ecuacién por un nimero.

- Sumarle a una ecuacién otra cualquiera del sistema multiplicada por un
nimero. Esta es la transformacién més habitual.

Ejemplo:
X—y+z=2 2“:2*‘—2-1ax_y+Z:2 x—-y+z=2||x=1
2x —-3y+z=-1 P g_p —-y—z=-5 —y—z=—5 y=2
X+2y—-z=2 3y—-2z=0 —5z=-15]|z=3
—2x+2y—2z=—4+ —x+y—z=—2+ —3y—3z=—15+
Operaciones: 2x =3y+z=-1 X+2y-z=2 3y-2z =0
-y—-z= -5 3y-2z=0 -5z =-15
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X+y+z=2 T Xx+y+z=2 || x=1
Ejemplo: x—y+z=6 33:3a T -2y=4 y=-2¢|Y yaesta.
x—-y—-z=0 — —-2y—-2z=-2||z=3
—X—-y—-z=-2 —X-y-z=-2
X—y—2z N X—y—z N
Operaciones: | X—y+z=6 x—y—-z=0

-2y =4 =2y-2z=-2

3.14 Inecuaciones con una incognita.

Una inecuacién es una desigualdad algebraica en la que aparecen nimeros e
incégnitas. Para resolver una inecuacion de primer grado se sigue el mismo
proceso que en las ecuaciones, pero teniendo en cuenta que, si se multiplica o
se divide por un nimero negativo, el signo de la desigualdad cambia de
sentido: 2<5 pero —2>-5.Para evitar tener que cambiar de signo es
conveniente colocar siempre la variable x en el miembro en que su coeficiente
sea positivo. Ejemplo: 2x +1>-1+3x = 14+123x-2x = 2 >Xx.

La solucién ahora ya no es un nimero, sino un intervalo de infinitos nimeros.
Solucién=(— oo,2] . Es decir, los niimeros menores o iguales que 2.

PN B N VA RN ,:W | | |
I e et B S _;L | | |

-3 -2 -1 0 1 3 4 5

Cualquier nimero del intervalo (— oo,2] cumple la inecuacién Por ejemplo, si

x=1, se obtiene 3 > 2, que es cierto. Sin embargo, si el niimero no pertenece
al intervalo, por ejemplo x =3, la inecuacién quedaria 7 =8, que es falso.

¢ Silainecuacién es de primer grado con denominadores, entonces se resuelve
igual que las ecuaciones de primer grado, hallando el m.c.m. y eliminando los
denominadores. Ejemplo:

3_X_X_1>X 9—X—M>%:>9x—2(x—l)>x:

=
2 3 6 6 6

:>9X—2X+2>X:>9X—2X—X>—226X>—2:>X>_?2:>X>—%

Solucién:(—%ﬁooj . Es decir, los nimeros mayores que —% .

I R [,r”“\ L
T \ |
-3 g =1 ] 1 2

*J{T\\‘\\,%”;\L4 AN,

=]
3 45
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e Los sistemas de dos inecuaciones de primer grado se resuelven hallando la
solucién de cada inecuacién por separado, para después hacer la interseccion

) ) ) 2x —=1<3x +1 —1-1<3x-2x
de dichas soluciones. Ejemplo: = =

2x+2<4 2x<4-2
—2<x] -2<x] Sol =[-24) 5
= = Solucién = [— 2,1]
2x <2 x<1 Sol, = (—oo,1]
| F | | | |
| | | |
2 -1 2 3

e Las inecuaciones de 2° grado se resuelven de forma diferente. El proceso se
basa en estudiar el signo del polinomio y tenemos dos posibilidades o
métodos, el analitico y el grafico. Ejemplo: —x* +6x—-8>0.

- Analiticamente: descomponemos en factores el polinomio y estudiamos el
signo de cada factor, para finalmente responder a la pregunta ;cudndo el
polinomio es positivo o cero?

—6£4/6" —4(-1)}(- -6+ — —6+
bx-8= 0 x = OEVOSENEE) | 6V36-32  6%2
2(-1) -2 2
La descomposicién en factores es: — x> +6x —8 = —(x —2)(x — 4).
Signode x—2: N | * |7
! I
2 4
Signode x —4: - | — j *
| I
2 4
Signo de (x —2)(x —4): " I _ I "
2 2
N T N
Signo de —(x —2)(x —4): | I
2 4

Por tanto, la solucién de la inecuacién — x> +6x —8 >0 es el intervalo
donde el polinomio es positivo o cero, es decir: Sol= [2,4].

- Graficamente: realizamos una representacion esquematica de la pardbola
f(x)=-x>+6x-8 que
alcanzard un méximo y cortard

N al eje de abscisasen 2y 4,y
después respondemos a la
pregunta ;Cudndo la pardbola es
positiva o cero (estd por encima

o0 justo sobre del eje OX)?.
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Observando la grafica se ve que la pardbola estd por encima del eje de
abscisas entre el 2 y el 4. Por tanto, la solucién de la inecuacién es: Sol= [2,4].

3.15 Inecuaciones con dos incOgnitas.

Para resolver una inecuacion lineal con dos incdgnitas, se representa
graficamente la recta asociada a la inecuacion con signo igual (=). La
solucién de la inecuacién es un semiplano, que se obtiene de dos formas:

- Despejamos la incognita “y” y consideramos como solucién el semiplano
superior si el simbolo después de despejar es > 6 >. Por el contrario,
consideramos como solucion el semiplano inferior si el simbolo después
de despejares <6 <.

- Otra forma consiste en sustituir en la inecuacién por un punto cualquierea,
por ejemplo por el origen O = (0,0), y comprobamos si dicho punto
verifica o no la desigualdad y decidimos asi cudl es el semiplano correcto.

Ejemplo: la inecuaciéon x —2y > 2, tiene como solucién el semiplano inferior

X—2

porque al despejar “y” obtenemos > y. O bien, porque al sustituir el

punto O = (0,0) la desigualdad obtenida serfa falsa: 0> 2.

X-2y<2

X-2y=2

/ X-2y>2

Nota: en este ejemplo, la recta no estd incluida en la solucion.
Para resolver un sistema de dos inecuaciones lineales con dos incognitas, se
representan graficamente las rectas asociadas a cada inecuacion, considerando
el signo igual (=). La solucion del sistema es una de las cuatro porciones en
que queda dividido el plano. Podemos obtener la solucion de dos formas:
- Sedespeja la variable “y” en ambas inecuaciones y se intersecan los dos
semiplanos obtenidos. Ya sabemos que se considera en cada inecuacion el
semiplano superior si el simbolo después de despejares > 6 = ;y por el
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contrario, se considera el semiplano inferior si el simbolo después de
despejares <6 <.

- Otra forma consiste en tomar un punto de cada una de las cuatro
porciones en que queda dividido el plano y sustituir en las dos
inecuaciones. La regién correcta serd aquella en la que el punto elegido
satisface simultdneamente las dos inecuaciones.

x—-y=21
Ejemplo: El sistema de inecuaciones y tiene como solucion la
X+2y=>4
x=12y
porcién del plano sefialada porque al despejar y obtenemos S 4—x .Es
2

decir, debajo de la primera recta y encima de la segunda recta.
También podemos seguir el otro procedimiento de “tantear puntos’:

) 2-32>1 falso
- Enla parte de arriba, P, = (2.,3) . NO
2+6=24 cierto
4—-121 cierto
- Enla parte de la derecha, P, = (4,1) . SI
442>4 cierto

- Enla parte de abajo, P, = (2,0) O

2-02>1 cierto}N
2+02>4 falso
0-02>1 falso}N
0+0=>4 falso

- Enla parte de la izquierda, P, = (0,0) O

3

Nota: el simbolo inicial en ambas inecuaciones iniciales era >. Por tanto, las
semirrectas (de la zona sefalada) y el punto A estdn incluidos en la solucidn.

e Para resolver un sistema de varias inecuaciones lineales con dos incégnitas, se
representan graficamente todas las rectas asociadas a las inecuaciones. La
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solucién del sistema es la interseccion de todos los semiplanos solucién de
cada una de las inecuaciones. Es conveniente seguir los procedimientos
estudiados en los casos anteriores. En los problemas de programacion lineal
normalmente nos encontraremos con la restriccion inicial de que las variables

deben ser positivas (x >0 e y>0). Esto significa que la solucién del
sistema se encuentra normalmente en el primer cuadrante.
x=20e y=20
x<4
X+y<5
Xx+2y<8

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema de inecuaciones:

Las dos primeras inecuaciones (x >0 e y>0) indican que estamos en el
primer cuadrante. La inecuacién (x <4) significa a la izquierda del 4.

La inecuacién (x +y < 5) tiene como solucién la parte situada debajo de la
recta X +y =5. Lainecuacién (x +2y <8) tiene como solucién, igual que
antes, la parte situada debajo de larecta x +2y =8.

Los vértices de la region solucion (region factible) se obtienen resolviendo el
sistema que determina cada pareja de rectas:

=0 x=0
Sol: (0,0) Sol: (0,4).
y=0 X+2y=8
s -x-y=-5 N
—+ =
Y }rpm>1:> x+2y=8] =x=2.So0l:(23)
X+2y=8
y=3
+y=5 =4
Y }:y=Lsm:@n :Fmiam.
x=4 y=0
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