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Tema 6: Derivadas

6.1 Concepto de derivada. Interpretacion grafica.

La derivada de una funcion f(x) en un nimero real ‘a’ se define mediante el

’ . f(a+h)—f(a
siguiente lfmite: |f (a) = }}_{%% .

Cada cociente que interviene en

la definicién indica la pendiente
—————————— de la recta secante ‘s’ que une
\ los puntos del plano (a,f(a)) y

! fath)-fa) (a4 h,f(a+h)), porque se estd
: dividiendo el desplazamiento

| vertical f(a+h)—f(a) porel

' desplazamiento horizontal

f(a)

a+h a+h—-a=h.

Cuando ‘h’ tiende a 0, ambos puntos tienden a

ser el mismo y las sucesivas rectas secantes se
convertirdn en la recta t tangente a la grafica en
el punto.

Conclusion: La derivada de una funcion en un
punto es la pendiente de la recta tangente a la
grafica en dicho punto.

Ejemplo: consideremos la funcién f(x)=x* yel punto a=1. Vamos a
calcular la derivada en este punto, la ecuacién de la recta tangente y
representaremos la pardbola y la recta graficamente.

La derivada de la funcién fen a =1 es:

2 2 2
O (L Vi (L) B (0 VGl G 5 B ) B
h—0 h h—0 h h—0 h
2
lim 2 i B h =2 Luego, £(1) = 2.
0  h >0 h h50

La interpretacion de la derivada en este ejemplo seria la siguiente: la derivada
de la funcién f(x)=x’en el punto a=1 vale 2, que es la pendiente de la
recta tangente a la gréafica de la funcion en el punto de coordenadas (1,1).

La ecuacion de la recta en forma punto-pendiente es: |y — Y, =m (X —X,)], o

bien utilizando la terminologia de las funciones: |y —f(a) =f’(a)-(x —a)|. Por

tanto, la recta tangente en nuestro ejemplo es:
y—f)=f'D)x-)=y-1"=2(x-1)=>y-1=2x-2= y=2x-1.
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A continuacion, en la gréfica, observamos que todo concuerda: vemos que la
recta es tangente en el punto (1,1) y tiene una pendiente igual al valor de la

derivada, que es 2.

-2 -1 0

6.2 Derivadas laterales. Derivabilidad.

e Las derivadas laterales se definen a partir de los limites laterales, ya que la
derivada se define como un limite:
- Laderivada por la izquierda de una funcién f(x) en un nimero real ‘a’ se

f(a+h)—f(a)

define como el siguiente limite: |f(a)” = l}”}}
.

- De manera andloga, la derivada por la derecha de una funcién f(x) en un
nimero real ‘a’ se define como el siguiente limite:
f(a)" = lim f(a+h)—f(a) .

h—0~

e Una funcién serd derivable en un punto si tiene derivada en dicho punto, y
para que esto ocurra, es necesario que existan las derivadas laterales y que sus
valores coincidan. En la prictica, que una funcién sea derivable significa que
no experimenta cambios bruscos y que no tiene puntos angulosos. Por

—x7+2xsix <1

presentaen x =1

ejemplo, la siguiente funcién: f(x) =9 | )
X —4x+4six>1

un punto anguloso porque las derivadas laterales no coinciden: f'(1)” =0,
pero f'(1)" =-2.

[ T — [ —
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e Derivabilidad y continuidad estdn relacionadas. Si una funcién es derivable
en un punto, entonces también es continua en ese punto. Sin embargo, lo
contrario no es necesariamente cierto. Por ejemplo, la funcion anterior es
continua en el punto x =1, pero no es derivable en dicho punto.

6.3 Funcién derivada.

e A partir de la definicion de derivada de una funcién en un punto (que es un
nimero), podemos definir una nueva funcidn, que llamaremos funcién
derivada y que consiste en asignar a cada ntimero ‘x’ el valor de la derivada
de la funcion en ese nimero. R

£ R

»
>

f(x +h)—f(x)

X » |f7(x) =lim
h—0

Con esta nueva funcién conseguimos calcular la derivada en todos los puntos
a la vez. Por ejemplo, si necesitamos hallar la derivada de la funcién

f(x) = x” en varios puntos f’(1),f’(2),f’(3),f’(~1),f’(-2),f’(-3), podriamos
calcular un total de seis limites, pero seria un proceso largo..., es mejor
calcular la funcién derivada y luego sustituir por cada uno de los seis
nimeros:

La funcién derivada de la funcién f es:

f(x+h)—f(x) (x+h)* —x? x> +2hx +h? = x?
h

f’(x) =lim =1lim =1lim =
h—0 h—0 h h—0 h
2
lim 2 RO ok £ h = 2x . Luego, £(x) = 2x.
h—0 h h—0 h h—0

Por tanto, f'(1)=2,f'(2)=4,f'3)=6,f'(-1)=-2,f(-2)=—-4,f'(-3)=-6.

6.4 Reglas de derivacion v tabla de derivadas.

e A partir de la definicién de funcién derivada, y aplicando las propiedades de
los limites, se demuestran las siguientes reglas de derivacion:

(t-g) = £-g+t-g’
(k-f) = k-f'

g g2

REGLA DE LA CADENA
[et)] = g'E®)£'x)

)= )

IS
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Utilizando la definicién de funcion derivada se demuestran las formulas de
las derivadas elementales y, a partir de ellas, se deducen las derivadas de las
funciones compuestas, aplicando la regla de la cadena. Esto explica por qué

aparece siempre f'.

DERIVADAS DERIVADAS
ELEMENTALES COMPUESTAS
f(x) f'(x) y y'
k 0
X 1
Xn ne Xn—l fn Il'fn_l .fv
a* a*Ilna al a"-Ina -f'
e e e e -f'
1 1
B L
Vx 2Jx E 2V
1 1 ,
% n/_n-1 W n/en-1 .f
nvx nVf
1 1 ,
log, x —log.e log, f —log.e-f
b.¢ f
1 1
In x — In f —-f'
X f
sen x Cos X sen f cosf -f'
CcoS X —Ssen x cos f —senf -f'
1 1
t tg f -
gX cos’x g cos’f
-1 -1
t tg f -f'
cotg x sen’x cotg sen’f
senx senf
sec X > sec f —f
CcoS X cosf
—CoSX —cosf
cosec X 3 cosec f s °f
sen‘x senf
1 ¢ 1 £
arc sen x arc sen :
1-x2 V1-f2
-1 -1 ,
arc cos x - arc cos f = -f
1-x 1-f
arc t 1 arctg f 1 !
X
8 1+x? g 1+f2
1 ¢ 1 £
arc sec X — arc sec ——
xvVx? -1 R e |
-1 -1 ,
arc cosec x > arc cosecf TS f
xVx -1 fvf -1
-1 -1 ,
arc cotg x i< arc cotg f 12° -f
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e En la préctica, para calcular la derivada de una funcién compuesta, siempre
tendremos dos métodos, utilizar la férmula y aplicar la regla de la cadena.

Ejemplo: y=(2x —3)’.

- Mediante la férmula: En este caso, hay que aplicar la férmula de la
funcién potencial.Si y=f" = y’=nf""-f". Como la funcién es
f(x) =2x -3, tendremos que: y = (2x — 3)° = y =502x— 3)*.2.
- Aplicando la regla de la cadena:
g(x)=x’ g'(x)=5x"
f(x)=2x-3 f'(x)=2
Claramente, y =(gof)(x) y su derivada, mediante la regla de la cadena,

est y' =(gof) (x) =g (FOM'(x) = 5(E(x))' 2= 5-2x =3)*2.

Tenemos dos funciones: { y sus derivadas: {

Veamos otro ejemplo: y = L(x* —2x).

- Por la férmula: En este caso, hay que aplicar la férmula de la funcién

logaritmica.Si y=Lf =y’ = R Como la funcién es f(x) = x> —2x,

tendremos que: y =L(x* -2x) =y = 22X ~2 .
X" —2x
- Aplicando la regla de la cadena.
1
x)=L (X)) = —
Tenemos dos funciones: { gx) 5 * y sus derivadas: g(x)= X
f(x)=x"-2x f/(x)=2x—-2

Claramente, y =(gof)(x) y su derivada, por la regla de la cadena, es:

’_ o ¢ — , :L _ _ 2x =2
y'=(gof) 00 =g M) = e 2x =2 =7

6.5 Crecimiento de una funcidn.

e Una funcién es creciente en un punto ‘a’ si existe un entorno (a —r,a+r) de

13 b [

forma que para cualquier par de nimeros ‘x’, ‘y’ (siendo x<y), las imdgenes
son f(x) <f(y).Es decir, los puntos que estn situados mas a la derecha

tienen imagenes mayores.

fy)

f(x)
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¢ Andlogamente, una funcién es decreciente en un punto ‘a’ si existe un
entorno (a —r,a+r) de forma que para cualquier par de nimeros de ese

entorno ‘x’, ‘y’ (siendo x<y), las imagenes son f(x) > f(y). Es decir, los
puntos que estdn situados més a la derecha tienen imagenes menores:

f(x)

fy)

e Veamos a continuacién ;qué relacion hay
entre el crecimiento y la derivada?
Si observamos esta grafica, veremos que a la
izquierda, donde la funcién es decreciente, las
rectas tangentes tienen pendiente negativa. En
cambio a la derecha, donde la funcidn es
creciente, las rectas tangentes tienen pendiente
positiva.

¢ Analogamente, pero invirtiendo la forma,
observamos que a la izquierda, donde la
funcion es creciente, las rectas tangentes tienen
pendiente positiva, y a la derecha, donde la
funcién es decreciente, las rectas tangentes
tienen pendiente negativa.

Conclusion:

Si f’(a) > 0 = f es creciente (estrictamente) en a
Si f’(a) < 0 = f es decreciente (estrictamente) en a

Observacion: los reciprocos no son ciertos, por ejemplo la funcién
f(x) = x”es estrictamente creciente en x=0, pero ahi la derivada no es

positiva, sino que es nula: f'(x) =3x> = f’(0) =30> =0.

e Para estudiar de forma préctica el crecimiento de una funcién, hacemos la
derivada y hallamos las soluciones de la ecuacién f’(x) =0, para a

continuacion, estudiar el signo de la derivada que nos informa del crecimiento
de la funcidn inicial. Es importante observar que entre cada dos raices o
soluciones de la ecuacién f’(x) =0 hay un tnico signo. Por lo tanto, basta

con dar un valor para saber el signo en el intervalo.
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Ejemplo: Estudiaremos el crecimiento de la funcién f(x) = x> —3x +2.

La derivada es f'(x) =3x* —3. La ecuacién f’(x) =0 tiene dos soluciones:

=-1
3x*-3=0=> <X 1° Dando valores a la izquierda, en el medio y a la
X =

derecha de las soluciones, obtenemos el signo de la derivada:

f'(-2)=3(2)*-3=12-3=9 (+) + - | +

£(0)=3-0)* =3=0-3=-3 (-) ) 3

f'(3)=3-(3)*-3=27-3=24 (+) |

El crecimiento de f(x) es entonces: LRLC DECREC | CREC
—1 1

(-1, 4)

Por tanto, en (— I (—1)) = (—1,4) la funcién tiene
un Mdximo relativo y en (1,f(1)) = (1,0) tiene un
minimo relativo.

(1,0)

6.6 Representacion de funciones polinOmicas.

e Todas las funciones polinémicas tienen por dominio D=I&, son siempre
continuas, es facil ver si son simétricas observando la paridad de los
exponente, no son funciones periddicas y lo mds importante, no tienen
asintotas de ningun tipo. Por lo tanto, al representar estas funciones, se
estudian preferentemente: [puntos de corte, crecimiento (y extremos)|.

Ejemplo, f(x)=-x*+2x*-1.

- Puntos de corte con los ejes: Para obtener los cortes con el eje OX,
resolvemos la ecuacién —x* +2x2 —1=0. Como es bicuadrada, se
resuelve haciendo el cambio de variable z = x2, con lo que la ecuacién
pasa a ser de 2° grado. Resolvemos z y luego se halla x = +z .
—x*+2x*-1=0,si z=x?, tendremos: —z* +2z—-1=0.

L —2422 -4 (=) (1) _-2+V4-4 _-2+0 _-2_,
2-(-1) -2 -2 -2

-1
Siz:13X=i\ﬁ:<1 .
Por tanto, hay dos puntos de corte con OX: (—=1,0) y (1,0) . También
calculamos f(0) =-0* +2:0> —1=—1. El punto de corte OY es (0,—1).
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Crecimiento y extremos: Resolvemos la ecuacion f'(x) =0 que tiene tres
x=-1
soluciones: —4x* +4x=0={ x=0 .

x=1

Signo de f(x): + - + -

Crec. de f(x): CREC DECREC CREC DECREC

-1 0 1

En (— 1,f (—1)) =(—1,0) la funcién tiene un Maximo relativo, en
(O,f (0)) =(0,~1) un minimo relativo y en (l,f (1)) =(1,0) tiene otro
Maximo relativo.

(-1, 0) (1,0)

6.7 Representacion de funciones racionales.

¢ En estas funciones, enfocaremos el estudio principalmente en los aspectos:

|d0mini0, cortes con los ejes, crecimiento (y extremos) y asintotas|.

Ejemplo: f(x) =

1
x* -1
D=IR\{- 1,1}, porque ambos valores anulan el denominador.

Puntos de corte con los ejes: la ecuacion 5 =0, no tiene solucién, por

x"—1
lo que la funcién no tendrd cortes con el eje OX. Ahora calculamos

f(0) = 021 " =—1. Luego el punto de corte con el eje OY es: (0,—1).
Crecimiento y extremos:
2
fXQZOQ, -12x _ -2x | -2x om0,

(x2—1)2 ()(2—1)2 ’ ()(2—1)2
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Signo de f'(x):

CREC DECREC

Crecimiento de f(x):
0

Luego en (O,f (O)) = (0,—1) la funcién tiene un Maximo relativo.

- Asintotas verticales: Hay dos asintotas verticales en los puntos que no
estan en el dominio: x =—1 y x =1. En estos puntos los limites laterales

o . 1
son los siguientes: lim ———=+c0, —— =—00,
x—>-1"x° —1 x—=-1" x° —1
. 1 . 1
lim ———=—co y lim ———=+oo.
x-17x 7 —1 x>t X7 —1

- Para la asintota horizontal tenemos que hallar los limites en el

infinito: lim =0"y lim ——=0". Luego tenemos como

x—>—ooX2_1 X—too ¥ © —
asintota horizontal y =0 en ambos lados.

En cuanto a las asintotas oblicuas, no es necesario iniciar ningin célculo,
porque al tener asintotas horizontales en ambos lados, no podra haber

asintotas oblicuas.
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