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Tema 7: Integrales.

7.1 Funcién Primitiva.

Una funcién F(x) es una primitiva de la funcién f(x) cuando se cumple que:
F'(x) =f(x) . Por ejemplo: F(x)= x* es una primitiva de f(x)=2x. Otra
primitiva podria ser F(x)=x”+5 y, en general, F(x)=x"+C, donde C es
una constante. Por tanto, una funcién f(x) tiene infinitas funciones primitivas
y, al conjunto de todas ellas se le llama integral indefinida, que se representa

asf: _[f(x)dx.Es decir: If(X)dXZF(X)+C con F(x)=f(x)|.

Ejemplos: j3x2dx =x*+C, jcos xdx =senx +C, jldx =1Lx+C, etc.
X

7.2 Propiedades de la integral indefinida.

La integral de la suma es la suma de las integrales:

[F(x)+g0ldx = [ F(x) dx+ [ g(x) dx

Demostracion:

Por definicion: [ f(x)dx = F(x)+C = (jf(x) dx) =(Fx)+C) =F(x) = £(x).
Vamos a ver que al derivar el segundo miembro debe resultar: f(x)+g(x) .
(If(x)dx - Ig(x)dx) = (If(x)dx) + (Ig(x)dx) =F(x)+G'(x)=f(x)+g(x).

Ejemplo:J.2x+cosxdx :I2xdx +Icosxdx =x"+senx +C.

Las constantes o nimeros que multiplican una funcién pueden sacarse fuera
de la integral.

“k-f(x)]dx :k-jf(x)dx

Demostracion: si derivamos el segundo miembro debe obtenerse: k-f(x).
En efecto: (k-jf(x)dx) = k-(jf(x)dx) = kF(x) = kf(x).
Ejemplo: J-5~ldx = S-J‘ ldx =5Lx+C.

X X

4-sen4x

Ejemplo: jsen4x dx = J dx = %I4-sen4x dx =% (—cos4x)+C.
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7.3 Integrales inmediatas.
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Teniendo en cuenta la tabla de derivadas inmediatas (asi como la tabla de
derivadas compuestas), se obtienen de forma natural las siguientes formulas,
llamadas integrales inmediatas (a la izquierda).

Ademads, al aplicar la regla de la cadena, se obtienen las férmulas
correspondientes a funciones compuestas (a la derecha), en las que aparece
siempre la derivada de la funcién dentro de la integral.

n+l
n X
_[x dx=
n+1

Ildx:Lnx +C
X

J.l log, (e)-dx =log, x +C
X

J.ax-Lna-dx =a"+C
Iexdx =e"+C

sz =Jx +C

Inwdx

Isenx-dx =—cosx+C

=3/x +C

Icos x-dx =senx +C

I —dx =tgx+C
cos” X

I _1 dx =cotgx +C
sen"x

senx

I s—dx =secx+C
Ccos” X
—COSX

J- > dx =cosecx +C

sen X

dx =arcsenx +C

'[ 1
V1-x*
I\/l_%dx =arccosx +C
—X
1
J.1+x2

dx =arctgx +C

+C para n#-1
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[t (x)dx = fx)™
n+l1

f'(x)
jf( )dx—Ln[f(x)]+C
J‘f( X)
f(x)
J.af(")f (x)-Lnadx =a'™ +C

+C

log, (e)-dx =log,[f (x)]+C

Ie“”f’(x)-dx =e'™+C

f'(x) B
Iz T )dx_,/f(x)+c
f'(x)
dx =yf(x)+C
In lf(x)n 1 X (X)

Isen[f(x)]f (x)dx = —cos[f(x)]+ C
[ cosff ()} “(x ydx =senlf (x)]+C

J.cosz[’f(x)]dx melitolee
it (G NP

e o M L
senlf (Ol b4 o
oo oo =seclrcol v
Zeoslf Ol g =
[ o =eosecfr]
,[ (%) dx =arcsen[f (x)]+C
Ji-t0?

,[ —f'(x) dx =arccos|f (x)]+C
Ji—fxr

J‘ f'(x) dx =arctg[f (x)]+C

1+f(x)
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7.4 Integrales por descomposicion.

e Este método de integracion consiste en aplicar las propiedades de linealidad
de la integral junto con las integrales inmediatas anteriores.
Solo puede aplicarse en casos en los que no aparecen productos ni cocientes y
las integrales son sencillas. Ejemplos:

- J.(x3 —2x? +x—1)dx=.[x3dx—2j.x2dx +dex—_[1dx =

4 3 2
X X X

=—-2—+—-x+C
4 3 2

- I(—2%+3&—§+%jdx:—2J.x~l‘dx+3j.x%dx—SIldx+ZIx‘3dx:
X X X

| &

3

2

3 -2
:—2X—+3%—3Lx+2x—2+c=—%\/3 x* +2/x° —3Lx -~ +C

4 X
3 2
) I[—2X2—5X+6jdx
x—1 ‘ -2 -5 46
En primer lugar, hacemos la divisién, (por 1 -2 il
ejemplo, mediante la regla de Ruffini) ‘ -2 =7 -1

Después, expresamos el numerador como:
dividendo = divisor - cociente + resto.

De esta forma, podemos descomponer la fraccién en suma de polinomio
(el cociente) y una fraccién més sencilla (el resto entre el divisor):

—2x*—=5x+6 _ (x-1)(-2x-7)-1 (x—l)(—2x—7)_ 1

= =-2x+7-
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
—2x*=5x+6
I[TJdX:j(—ZX—7)dX—IX_1dX:

=—2jxdx—7j1dx—jx_ dx:—2§—7x—L\x—1|+C .

(se escribe valor absoluto para que el logaritmo tenga sentido).

7.5 Concepto de integral definida.

e Sea f(x) una funcién continua en [a,b]. Si dividimos este intervalo en ‘n’

subintervalos: [a,xl] , [xl,xz] , [xz,x3] yeveenns , [xn_z,xn_l] , [xn_l,b], podemos
calcular la suma de todas las dreas de los rectdngulos superiores e inferiores,
obteniendo:

S, A1) = m(X; =X ) +1,(X, — X, )+ M ( Xy — X ) Fscnssnsnsss +m, (X, ,—X,),

donde m,,m,, etc., son los minimos de f(x) en cada subintervalo.
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Sep(F) =M (X, =X) + M, (X, =X) + M3(X3 = X))+ +M, (x,_,—X,),

donde M, ,M,, etc., son los midximos de f(x) en cada subintervalo.

Logicamente, se cumple: S, . (f) < Area bajo f(x) < Ssup ()

inf

< ——
44 /—\ e /\

N
4

/ a b / a b

Cuando ‘n’ tiende a infinito, es decir, cuando aumenta indefinidamente el
nimero de subintervalos, ambas sumas tienden al mismo valor, que se define
como la integral definida:

b
Por definicion, la integral definida = jf (x)dx =lim S, ; =limS_

n—oo n—oo

Si la funcidn estd por encima del eje de abscisas, el drea coincide con la
integral. Sin embargo, si la funcién estd por debajo del eje ‘x’, los valores
M. y m, son negativos, por lo que la integral también serd negativa. En este
caso, el drea y la integral tienen signos opuestos; para obtener el drea, es
necesario tomar el valor absoluto de la integral.

En resumen, la integral definida coincide con el drea, salvo por el signo
cuando la funcién es negativa.

Cuando la funcién corta el eje ‘x’, presenta una parte positiva y otra negativa.
Para hallar el 4rea total, debemos determinar el punto de corte con el eje ‘X’ y
calcular, por un lado, el 4area de la parte superior, que coincide con la integral,
y, por otro, el drea de la parte inferior, que es opuesta a la integral.

En cualquier caso, el drea total siempre serd la suma de todas las integrales en
valor absoluto.

Si f(x)>0 en [a,b]

b
Area = J.f(x)dx

Si f(x)<0 en [a,b]

b
Area = —If(x)dx

En general, distintos signos:

Area = _C[f(x)dx = j)‘f(x)dx

A

0 " y=fy

s

/W
»

a b

b >0
\\
\ R
a e\ Lb
f<0

y =1x)
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7.6 Propiedades de la integral definida.

b c b
1. jf(x)dx =jf(x)dx +jf(x)dx . Siendo ce [a,b]

2. j.f(x)dsz

3. j.f(x)dx:—jf(x)dx

4. |[Feo£g00)dx =[ f(x)dx + [ g(x)dx

b b
5. jk-f(x)dx =kjf(x)dx . Siendo k un ndmero real

7.7 Regla de Barrow.

¢ Sea G(x) una primitiva de la funcién f(x).

Entonces: J.f(x)dx =G(b)—G(a)]|.

Demostracién:

Sea F(x)= jf (t)dt la primitiva definida en el teorema fundamental del

calculo integral y sea G(x) otra primitiva que ha sido calculada con integral
indefinida. Sabemos que si F(x) y G(x) son dos primitivas de f(x),

entonces se diferencian en una constante: F(x)= jf (t)dt=G(x)+C.

a

Si x =a, entonces: F(a)=If(t)dt=G(a)+C:0:G(a)+C = -C=G(a),

Por otro lado, si x=b: F(b)= jf(t)dt =G(b)+C=G(b)—G(a).

b
Conclusién: j f(x)dx = G(b) - G(a)
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7.8 Area encerrada por una funcion v el eje x.

b c d
Area=A+B+C=J.f(x)dx—.[f(x)dx +If(x)dx
a b c

Ejemplo: Halla el drea limitada por la funcién: f(x)=x? —6x +5 yel eje
OX en el intervalo [0,5].

Puntos de corte con el eje OX:

x, =1
6t./ 36—20 +
x> —6x+5=0 — x= :6_43
2 2
X, =5
Hay dos recintos: [ = [0,1] y II= [1,5] 4\
3 5
G@):j&?—6x+§dx:§;—3ﬁ+5x
7 =25
G0)=0; GO)= r G(5) = = . "
Area del recinto I =| G(1)— G(0) | = % ?
< : 32 ‘
Area del recinto I =| G(5) - G(1) | = =
2 10 6
Areatotal=1+£:£=13u2 -
3 3 3 72
-5
4
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También puede calcularse de esta forma:

1 5
Area total = J.(x2 —6x+5)dx —J.(x2 —6x+5)dx =

0 1

3 1 3 3
= X__3X2+5X — X——3X2+5X =
3 0 3 1
=[l—3+5j—(9—0+0J— (ﬁ—75+25j—[1—3+5j =
3 3 3 3

7 [ 25 7} 7 25 7 39
v el e e :—+—+§—

=" =13u’.
3 3 3] 3 3 3

Ejemplo: Halla el drea limitada por la funcién f(x)=x’+x*—2x yel eje ‘x’.

Puntos de corte con el eje ‘X’:

x,=0
X, =1
XX’ =2x=0=x(’+x-2)=0=1 _—1£148 143
2 2
X, =-2
Hay dos recintos: 1° [-20] y 2° [0{]
4 3
G(x)=[(x*+x2 —2x)dx =+ 2 —x? ’
=] Jax =+~
G(—2)——§' G(0)=0 ; G(l)—_—5
3’ ’ 12 o *
. 8
Area del recinto 1°=| G(O)—G(_2)| 25
1
. , 3
m%mmmmmrﬁGm—waiE
hreatotal= ot 2 =2l d ; 2 ) 0
12 12

También puede calcularse sin valor absoluto:

0
Area total = j(x3 +x° —2x) dx —j(x3 +x? —2x) dx =

=2 0

e e )

=—u
3 12 12
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7.9 Area encerrada por dos funciones.

Sean f y g dos funciones continuas en [a,b]. Supongamos que sus gréficas se
cortan en los puntos: X =X,, X =X,, ..., X =X, del intervalo [a,b].

Area = [If (x)~ g(0]dx + [[f(x) = ()] dX + .o + [JF00 - g0l

Xy Xn-1

También puede calcularse sin utilizar valores absolutos, tomando en cada
intervalo la diferencia entre la funcién superior menos la funcién inferior.

Ejemplo: Halla el drea del recinto limitado por las funciones:
f(x)=x+3 y g(x)=x*—x. Veamos que se cortan en (—1,2)y (3,6).

x, =-1
2+, 4+12
Xx+3=x"—-x=>x’-2x-3=0=x= > =2;4:>
X, =3
3 7
G(x):j(xz—Zx—3)dx:%—xz—?)x.
Recinto: [-1,3] G(—l)=§ . G(3)=-9
: f(x)
e 27 5| 32
Area=|G(3)-G(-1)|=|-—-Z{==1’
6 -6-n|=|- 2 -2 |
También puede hacerse asi:
3 3
Area=“(x+3)—(x2—x)]dx=
-1 2
3 3 t
:J.(—X2+2x+3)dxz[—?+x2+3x} = l 909
—1 -1
:(—2+9+9]—(1+1—3j=9+§=2u2 R 1
3 3 3 3 ;
Ejemplo: Halla el area del recinto limitado por:
f(x)=x>-1y gx)=1-x". >
x,=-1
=>x*-1=1-x"=22x’-2=0=> 909
X, =1
2 2X3 1 2
G(x) = [ (ax —2)dx=T—2x
Recinto: [-1,1] G(—1)=g : G(l)=%4 )
Area=\G(1)—G(—1)\=§u2.
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Area = j.[(l—x2

_ _2x3
3

Segunda forma (sin valor absoluto):

1

)‘(Xz —1)]dx = J.(—sz +2)dx =

-1

3

3

f(x)=x"—2x y g(x)=%.

3
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2i0)-[2 02240220 8
3 3 3

N

Ejemplo: Halla el drea del recinto limitado por las funciones:

X, =—2

x3—2x=£2X——2x=03x3—4x=0:x(x2—4):O:> X,=0.

Hay dos recintos: 1° [— 2,0] y 2° [0,2]

g(x)

2 =il 0

f(x)

G(x)=j(%—2xjdx:%—x2

4

X; =2

G(=2)=-2; GO)=0; G2)=-2
Area recinto 1°= ‘ G(0)-G(-2) | =2
Area recinto 2° = ‘ G(2)-G( 0)‘ =2
Areatotal=2+2=4u’.

Forma alternativa (sin valor absoluto):

0

-2
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