Martin Serrano Fuentes MACCSS II LE.S. EL BROCENSE

Tema 4:Derivadas.

4.1 Concepto de derivada. Interpretacion grafica.

¢ Definicién: la derivada de una funcion f(x) en un numero real a, es el
fla+h)-f(a)
— |

. . Lo, f/ :1
siguiente limite: |f () lim

Cada uno de los cocientes que intervienen en la definicion indica la pendiente
de la recta secante r que une los puntos del plano (a,f(a)) y (a+h,f(a+h))

. porque se esta dividiendo
el desplazamiento vertical
f(a+th)
farhy Ty fla+h)—f(a)porel
f(a) h desplazamiento
/ horizontala+h—a=h.
a ath

Al hacer tender h a 0, los dos puntos pasan a ser uno (a,f(a))y las rectas
secantes r tienden a

r convertirse en la recta
tangente a la grafica en el
punto (a,f(a)).

fta) Conclusion: la derivada
/ de una funciéon en un
punto es la pendiente de
a la recta tangente a la

grafica en dicho punto.
Ejemplo:
Dada la funcién f(x)=x"y el punto a=1. Hallar la derivada en este punto, la

ecuacion de la recta tangente y representa graficamente la parabola y la recta.
La derivada de la funcién f en a=1 es:

£(1) =lim £(L+h)-£(1) = lim (L+h)" -1 i it2hth -1
h—0 h h—0 h h—0 h
2
_fim2hth o hCER) o Luego [f'(1) = 2
h—0 h h—0 h h—0

La ecuacion de una recta en forma punto-pendiente es y —y, = m-{(x —x, }, o

bien utilizando la terminologia de las funciones |y —f(a) = f'(a){x —a)| y en

nuestro caso la recta tangente es y —f(1) =f'(1)(x =1) => y-1> =2(x-1)=

S>y-1=2x-2=|y=2x-1f
La definicién de derivada para este ejemplo seria la siguiente: la derivada de
la funcién f(x)=x"en el punto a=1 vale 2, que es la pendiente de la recta

tangente a la grafica en el punto (1,1) ,(r=y =2x—1).
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A continuacion en la grafica observamos que todo concuerda: vemos que la
recta efectivamente es tangente en el punto (1,1) y tiene como pendiente el
valor de la derivada que es 2.

4.2 Derivadas laterales. Derivabilidad.

¢ Derivadas laterales: como la derivada es un limite, tiene sentido definir las

derivadas laterales a partir de los limites laterales:

- Laderivada por la izquierda de una funcion f(x) en un numero real a, es el

siguiente limite: f'(a)” = lim —f(a T h}?— f(@) .
h—0"

- Analogamente la derivada por la derecha de una funcion f(x) en un
f(a+h)-f(a)
—

numero real a, es el siguiente limite: f'(a)” = lim
h—0*

¢ Una funcion sera derivable en un punto si tiene derivada en dicho punto, y
para ello es necesario que existan las derivadas laterales y que sus valores
coincidan. En la practica ser derivable significa que la funcién no realiza
cambios bruscos y no hay puntos angulosos: por ejemplo la funcién siguiente

—x’+2xsix<1
f(x)=1 , ) presenta en el 1 un punto anguloso y las
X —4x+4s1x>1

derivadas laterales no coinciden: f'(1)™ =0 pero f'(1)* =-2

¢ Derivabilidad y continuidad. Si una funcién es derivable en un punto,
entonces también es continua en dicho punto. Al revés no, por ejemplo la
funcién anterior es continua en el 1, pero no es derivable en dicho punto.
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4.3 Funcion derivada.

A partir de la definicion de derivada de una funcién en un punto (que es un
numero) puede definirse una nueva funcién, que llamaremos funcién derivada
y que consiste en asignar a cada numero el valor de la derivada de la funcion
en ese numero.

:R ;R

X > f(x)zlhlga

f(x+h)-f(x)
h

Con esta nueva funcion conseguimos calcular la derivada en todos los puntos
ala vez. Ejemplo: si tuviésemos que hallar la derivada de la funcién

f(x) = x’en varios puntos f’(1),f'(2),f’(3),f(~1),f'(-2),f(=3), podriamos
calcular un total de seis limites, pero seria una forma muy larga..., es mejor
calcular la funcion derivada y luego sustituir por cada uno de los seis
numeros:

La funcién derivada de la funcién fes:

— 2 - 5 22
£00) = fim LT =F0) o (erh) —x? o x" 4 2h T ot
h=0 h h—0 h e m
2
=1lim 2hx +h =lim h(2X + h) =1lim2x +h = 2x .Luego f’(X) o
h—0 h h—0 h ho0

Ahora sera: £'(1)=2,f'(2) =4,£'(3) = 6,£"(-1) = —2,f'(-2) = —4,f'(-3) = 6.,

4.4 Reglas de derivacion v tabla de derivadas.

A partir de la definicién de funcién derivada, y aplicando las propiedades de
los limites, se demuestran las siguientes reglas de derivacion:

(Frg)' =f'+g'
(Fg)'=f"g+fg'
(k-f) = k-f"

(Ej B fg—fg
g g’

REGLA DE LA CADENA
[g(fx)]" = g'(f(x))f '(x)

)=t
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e A partir de la definicioén de funcion derivada, se demuestran las siguientes
tablas de derivadas, las derivadas de las funciones compuestas se deducen a
partir de las derivadas elementales aplicando la regla de la cadena:

DERIVADAS ELEMENTALES DERIVADAS COMPUESTAS

y y y y'
k 0
X 1
x" nx"! . n-flp
a a'lna a a'‘Ina-f'
e’ e e e
1 f
f —
Vx 24/x Jr 2f
1 f
n n f
J; nn xn—1 J— n fn—l
1
logax _logae logaf _logae

1 f
Inx — Inf -

X f
senx COSX senf cosf-f’
coSX -senx cosf -senf-f’

t L tef F
X
8 cos’x 8 cos’f
cot: -1 cotef -f
X
g sen’x g sen’f
sen senf
secx 2x secf el
CcoS X cos f
- COSX - cosf
cosecx > cosecf T
sen x sen f
1 f
arc senx = arc senf 5
1-x 1-f
-1 -f
arc cosx > arc cosf >
1-x 1-f
t L tef f
arc tgx arc
8 1+x’ 8 1+f°
t -1 tef -f
arc cotgx arc co
8 1+x’ 8 1+f°
1 . f
arc secx — arc sec
xvx2 -1 fvf* -1
-1 . -f
arc cosecx — arc cosec
xvx2 -1 fvf* -1
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4.5 Derivacion.

¢ En la préctica para calcular la derivada de una funcion compuesta, siempre
tendremos dos métodos. Ejemplo: y = (2x —3) .
- Aplicar la férmula. Hay que aplicar la férmula de la funcién
potencial. Si y=f" =y =nf""f". En nuestro caso la funcién es
f(x)=2x—-3.Comoy =(2x-3) =y’ =5(2x -3)' 2
- Aplicar la regla de la cadena.
g(x)=x’ g'(x)=5x"
f(x)=2x-3 f'(x)=2
Claramente y = (g f)(x) y su derivada por la regla de la cadena sera:

v =(gof) (x) = ) (x) = 5(Ex)) 2= 5(2x -3)* 2

Tenemos dos funciones{ y sus derivadas son {

Veamos otro ejemplo: y = L(x* — 2x)
- Aplicar la formula. Hay que aplicar la formula de la funcidn

. . ’ f .,
logaritmica.S1 y=Lf =y = ra En nuestro caso la funcion es

f(x)=x*—-2x.Comoy = L(x2 —2x):> y = 22X 2
X" —2x
- Aplicar la regla de la cadena.
1
=L () = —
Tenemos dos funciones{ 8x) R b y sus derivadas { 5 () X
f(x)=x"-2x f'(x)=2x-2
Claramente y = (g f)}(x) y su derivada por la regla de la cadena sera:
¢ 1 2x =2
"=(gof =g (f(x))f'(x) =—12x-2)=
¥ = e 00 = 000N 0 = i x-2) = 2
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