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Tema 5: Aplicaciones de las derivadas.

5.1 Recta tangente a una funcidén en punto.

¢ La primera aplicacion de las derivadas surge de la definicion: la derivada de
una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente a la grafica en
dicho punto.

Ejemplo: dada la funcién f(x) = x’y el punto a=1, claramente f'(x) = 2x y

la derivada en a=1 sera |f’(1)=2[ La ecuacién de una recta en forma punto-

pendiente es y —y, = m{(x —x, ), o bien utilizando la terminologia de las

funciones |y —f(a) =f'(a){x —a)], y en nuestro caso la recta tangente es
y—f) =f'D){x-1) >y-1"=2(x-1)= =>y-1=2x-2=
y=2x-1

¢ Otro ejemplo: dada la circunferencia de centro 0 y radio 2: C=x’+y’ =4,

hallar la ecuacion de la recta tangente que pasa por el punto de abscisa x=1y
representar la situacion graficamente.

—-2x X
y=tV4-x' oDy sy = ————
244 -x? V4 -x?

La ecuacion de la recta tangente sera y —f(1) = £’(1)(x —1), es decir:

rEy—«/—:—i(x—l)zrzﬁy—3:—X+l:>rEX+«/§y—4=O

N

; ;o 4-x
o bien en forma explicita la recta tangente es r=y =

V3
Observacion: en todo momento se esta trabajando con la semicircunferencia
positiva que si es una funcién. La circunferencia no es una funcioén.
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5.2 Crecimiento de una funcion.

e Una funcion es creciente en un punto a, si existe un entorno(a —r,a+r) de

forma que para cualquier pareja de nimeros de ese entorno X,y siendo x<y las
imagenes son f(x) < f(y) . Es decir, puntos situados mas a la derecha tienen
imagenes mayores.

/

f{y)

f(x)

Analogamente una funcion es decreciente en un punto a, si existe un
entorno (a —r,a + ) de forma que para cualquier pareja de nimeros de ese
entorno x,y siendo x<y las imagenes son f(x) > f(y). Es decir, puntos
situados mas a la derecha tienen imagenes menores:
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f{x)

f_ AN
(v) g

X ¥

¢ Pero, ;qué relacion hay entre el crecimiento y la derivada?
Si observamos esta grafica
veremos que a la izquierda,
donde la funcioén es decreciente,
las rectas tangentes tienen
pendiente negativa y a la
derecha, donde la funcion es
creciente, las rectas tangentes
tienen pendiente positiva.

Anélogamente a la grafica anterior pero con
forma contraria, observamos ahora que a la
izquierda, donde la funcion es creciente, las
rectas tangentes tienen pendiente positiva y a la
derecha, donde la funcion es decreciente, las
rectas tangentes tienen pendiente negativa.

Conclusion:
Si f’(a) > 0 = f es creciente (estrictamente) en a

Si f’(a) < 0 = f es decreciente (estrictamente) en
Observacion: los reciprocos no son exactamente ciertos, por ejemplo la funcién

f(x) = x’ es estrictamente creciente en x=0, pero ahi la derivada no es positiva
sino que vale 0: f'(x) =3x”> = f’(0)=30> =0.
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53 Extremos relativos: maximos y minimos.

Para estudiar de forma practica el crecimiento de una funcion, hallamos la
derivada y obtenemos las soluciones de la ecuacion £'(x) =0, paraa

continuacion, estudiar el signo de la derivada que nos informara sobre el
crecimiento de la funcién inicial. Hay que observar que entre cada dos raices
o soluciones de la ecuacion f'(x) =0, habra un unico signo, con lo que con

dar un valor es suficiente para saber el signo.

Ejemplo: estudiar el crecimiento de la funcion f(x) =x* —3x+2.
La derivada es f'(x) =3x” —3. La ecuacion f’(x)=0 tiene dos soluciones:
x =-1
3x*-3=0=> < - Dando valores a la izquierda, en medio y a la derecha
X =
de las soluciones, obtenemos el signo de la derivada. Por ejemplo:
f'(-2)=3(2)"-3=12-3=9(+)

+ — +
£7(0)=3-(0)> -3=0-3=-3 (-) | |
£'(3)=3-3)’ -3=27-3=24(+) -1 1
El crecimiento de f(x) sera pues: CREC | DECRE ,~ CREC

! |
di g 1

2 -1 1 2

fla)

Una funcion presenta en el punto a un Maximo i(x)
relativo, si existe un entorno(a —r,a+r) en que o
todas las imagenes son menores que la imagen de

a, es decir cualquier n° x del entorno tendra imagen
f(x)<f(a).

Anélogamente, una funcion presenta en el punto a un
minimo relativo, si existe un entorno(a —r,a+r) en fix) L___> o
que todas las imagenes son mayores que la imagen fa) |---—- N

de a, es decir cualquier n° x del entorno tendra
imagen f(x)>f(a).
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Claramente en los extremos relativos la derivada debe ser 0, ya que ahi la
funcién no puede tener derivada positiva porque seria creciente, ni derivada
negativa porque seria decreciente. Pero ademas se necesita otra condicion:

- Enlos Méaximos relativos la funcién pasa de ser creciente a ser
decreciente y las pendientes son positivas a la izquierda, luego ceroy
finalmente negativas, es decir, la derivada es decreciente y por tanto la

segunda derivada serd negativa. Conclusion:

fa)=0
' £7(a)<0

- Enlos minimos relativos la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente
y las pendientes son negativas a la izquierda, luego cero y finalmente
positivas, es decir, la derivada es creciente y por tanto la segunda derivada

serd positiva. Conclusion:

fla)=0
' £7(a)> 0

} — f tiene en a un Maximo relativo

} —ftiene en a un minimo relativo

Para estudiar de forma practica los extremos relativos de una funcién, lo
mejor es estudiar previamente el crecimiento y después concluir donde hay
extremos relativos. Ejemplo: estudiar los extremos relativos de la
funcionf(x) = x* —3x +2. El crecimiento lo estudiamos en el apartado
anterior y resultaba asi:

+ CREC DECRE | CREC

- +
| |

I [ I I
1 1 -1 1
Luego en (—1,f(=1))=(~14) la funcion tiene un Maximo relativo porque
pasa de ser creciente a ser decreciente. Ademas podemos comprobar que
’ ” f, :3 2_3:>f’_1 :O
P =0y (<0 | [ =TI TED
f'x)=6x=>f"(-1)=-6<0
Y en (1,£(1))=(1,0) la funcion tiene un minimo relativo porque pasa de ser
decreciente a ser creciente. Ademas podemos comprobar que f'(1)=0y
f'(x)=3x"-3=f(1)=0
£r(1)>0 | L )= 3=
f'(x)=6x=>f"(1)=6>0
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5.4 Concavidad v convexidad.

¢ La concavidad y convexidad nos informan sobre la curvatura de la funcion, es
decir, sobre su forma y orientacion.
Una funcion es convexa en un punto a, si la recta tangente en este punto esta
por encima de la grafica de la funcién.

Las graficas anteriores corresponden a funciones convexas. Claramente si la
funcién alcanza un méaximo relativo, sera convexa. Pero puede ser convexay
no tener maximo relativo como en la grafica de la izquierda.

Una funcion es concava en un punto a, si la recta tangente en este punto esta
por debajo de la grafica de la funcion.

f(a)

a

Las graficas anteriores corresponden a funciones concavas. Claramente si la
funcioén alcanza un minimo relativo, serd concava. Pero puede ser concava y
no tener minimo relativo como en la grafica de la izquierda.

¢ Pero, ;qué relacion hay entre la curvatura y la derivada?

- Enlas funciones convexas las pendientes son cada vez menos positivas o
bien mas negativas, es decir, la derivada es decreciente y por tanto la
segunda derivada serd negativa. Conclusion:
|Si f”(a) <0 =fes convexa en a.‘

- Enlas funciones céncavas las pendientes son cada vez menos negativas o
bien mas positivas, es decir, la derivada es creciente y por tanto la
segunda derivada serd positiva. Conclusion:
|Si f”(a) > 0 =>fes concava en a.|

¢ Para estudiar de forma practica la curvatura (concavidad y convexidad) de
una funcion, se realiza un proceso muy similar al estudio del crecimiento,
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solo que ahora se trabaja con la segunda derivada. Obtenemos las soluciones
de la ecuacion £7(x) =0, para a continuacion, estudiar el signo de la segunda

derivada que nos informara sobre la curvatura de la funcioén inicial. Ejemplo:
estudiar la curvatura de la funciéonf(x) = x* —3x+2.

La derivada es f'(x) =3x” —3. La segunda derivada es f"(x) =6x . La
ecuacion f”(x) =0 tiene una unica solucion: x = 0. Dando valores a cada
lado tendremos el signo de la segunda derivada:

£7(-2) =6-(=2)=-12 (=) |
f’(3) =63 =18(+)

CONVEXA | CONCAVA

|
y]* ]

La curvatura de f(x) sera pues:

Los puntos en los que cambia la curvatura de la funcién se llaman puntos de

inflexion, y en ellos, la segunda derivada debe ser 0, ya que ahi la funcion no

puede tener segunda derivada negativa porque seria convexa, ni segunda

derivada positiva porque seria concava.

- Un punto de inflexion es convexo-concavo si la funcion pasa ahi de ser
convexa a ser concava. Como en el ejemplo anterior el punto (0,2).

- Un punto de inflexion es concavo-convexo si la funcion pasa ahi de ser
concava a ser convexa.

Para estudiar de forma practica los puntos de inflexidn, lo mejor es estudiar

previamente la concavidad y convexidad y después concluir.

5.5 Optimizacion.

La optimizacion es una aplicacion de la derivada directamente relacionada
con el crecimiento y los extremos relativos. Optimizar una funcion no es ni
mas ni menos que estudiar sus extremos relativos.

En los problemas de optimizacion hay que prestar especial atencion en
obtener a partir del enunciado una funcién de una variable. Una vez que
tenemos la funcidn el resto es facil, derivar, igualar a cero, etc.

Ejemplo: un ganadero tiene 200 m. de valla para construir un corral del mayor
area posible de forma rectangular y adosado a una pared, es decir tres lados de
valla y uno de pared.

a) ¢Cual es la relacion entre la base y la altura?

b) (Cuadl es la funcién area?
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c¢) (Cuales deben ser las dimensiones para obtener el mayor area posible?

La relacion entre la base y la altura es x + 2y = 200, porque disponemos
de 200m de valla, y en la pared no hace falta.

La funcion area es Area = x'y que es una funcion de dos variables, pero
que puede expresarse como funcion de una variable sustituyendo y por la

. 200 —
expresion x +2y =200 = 2y =200-x = y = — i
2
La funcién Area a maximizar sera f(x) = x~2002 = 200X2 L
£(x) = 202X 100 + L -
2 |
100

CREC DECR

El crecimiento de f(x) sera pues: |

100

Claramente tendremos en el punto 100 un maximo relativo. Luego las
dimensiones seran 100m de base y 50m de altura, con lo que se
conseguird un area maxima de 5000m”.
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