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Tema 7: Integrales.

7.1 Funcion Primitiva.

Una funcién F(x) es primitiva de otra funcién f(x) cuando F'(x) =f(x). Por
ejemplo F(x) = x> es primitiva de f(x) = 2x. Otra primitiva de f(x) = 2x podria
ser F(x) = x> + 5, o en general, F(x) = x> + C, donde C es una constante. Por
lo tanto una funcién f(x) tiene infinitas primitivas. Al conjunto de todas las
funciones primitivas se le llama integral indefinida y se representa de la

siguiente forma: I f(x)dx . Es decir: J-f(X)dX =Fx)+C=F(x)=f(x)|

Ejemplos: J3x2dx =x’+C ,_[cosxdx =senx +C , Ildx =Lx+C.
X

7.2 Propiedades de la integral indefinida:

La integral de la suma es la suma de las integrales:

[0 +gx)dx = [f(x)dx + [g(x)dx

Demostracion: al derivar el segundo miembro debe resultar f(x)+ g(x) .

Por definicion [ f(x)dx = F(x)+C = (j £(x)dx) = (E(x)+C) =F(x) =f(x).

(j f()dx+ | g(x)dx),=( f(x)dx), + (j g(x)dx),= F(x) + G'(x) = f(x)+ g(x).
Ejemplo: IZX +cosxdx = JZXdX + _[cos xdx = x> +senx +C

Las constantes o nimeros que multiplican una funcién salen fuera de la
integral.

jk-f(x)dx = k-jf(x)dx

Demostracion: queremos demostrar que si derivamos el segundo miembro
nos tiene que salir k *f(x).

’ 7

[k-jf(x)de =1<-Uf(x)de = ke F(x)=ke+f(x)
. 1 1
Ejemplo: J.5°—dx = 5-j—dx =5Lx+C
X X

j 4 esendx dx

1 1
Ejemplo: |sendxdx = =—|4esendxdx =—(—cos4x)+C
jemplo: | il S (-eosdn)
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7.3 Integrales inmediatas.
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Teniendo en cuenta la tabla de derivadas inmediatas (y también la tabla de
derivadas compuestas), surgen de forma natural las siguientes formulas de la
izquierda llamadas integrales inmediatas asi como las férmulas de la derecha
que son las mismas pero aplicadas a funciones compuestas en las que aparece
también la derivada dentro de la integral.

n+l

J‘XndX:n+1

J.ldxz Lnx+C
X
1

j—logae dx =log, x+C
X

Ia" Lnadx=a*+C

Jex dx=e*+C

=Jx+C

Jz«/_
.

Jsenxdx =—cosx+C

dx =¥x +C

Icosxdxz senx +C

J. —dx=tgx+C
Ccos” X

I —dx=cotgx+C
sen” x
sen x

I ——dx=secx+C
Ccos” X
—COSX

j > dx = cosecx + C

sen X

dx = arcsenx +C

J' 1
V1-x?
J‘\/1_—1x

dx = arccosx + C

-[1 —-dx =arctgx +C
+X

+C paran# -1

J'f()

f(x)n-l—l
n+1

+C

jf(x)" o f'(x)dx =

jf'(x) dx = Lof(x) + C
£(x)
j f'(x)) log, e dx =log, f(x)+C

Iaf(")f'(x)Lnadx =a'™ 4+ C
je“x)f'(x) dx=e'™ +C

[ P 4x= JFr +C

2f(x)

f'(x)
=u/f C
J-n“ f(x)™! . Co

jsen f(x) s f'(x)dx = —cosf(x) + C
jcosf(x) «f'(x)dx = senf(x) +C

I&dx =tgf(x)+C

cos” f(x)
s GNP
sen” (x) dx = cotgf(x) +C
senf(x)
Sentix) e ot
I cos’ £(x) (x)dx = secf(x)+C
—e08T(X) 1 0dx =
j sen” £(x) f'(x)dx = cosecf(x) +C
I L 4= arcsen f(x) + C
J1I-f(0*
.[ L) dx = arccosf(x) + C

J1-f(x)?

dx = arctg f(x) + C
1+f(x) ef(x)
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7.4 Integrales por descomposicion.

¢ Este método de integracion consiste en aplicar las propiedades de la integral
(linealidad de la integral) y las integrales inmediatas anteriores. S6lo es
posible aplicarlo en ocasiones en las que no aparecen productos ni cocientes y
las integrales son sencillas. Ejemplos:

I(XB —-2x° +X—1)ix = Ix3dx—2jx2dX+IXdX—J1dX =

4 3 2
X X

=—-2—+—-x+C
4 3 2

- j(—ziﬁ+3«/§—3+%jdx :—2J.x%dx+3.|.x%dx—3j'ldx+2J'x‘3dx =
X X X

4 3
3 2
:—2"7+3?—3Lx+2—2+c _——\/ +24x° 3Lx——+C
30 2
—_— 2 —_—
- I [2)(—5;(—!—6}‘)( —~>Hacemos en primer lugar la division, que en este
X f—
caso puede realizarse por el método de Ruffini: ) _5 16
A continuacion expresamos el dividendo como 1 ‘ _9 _7
divisor por cociente més el resto: ‘ D) —7 1
(x-1)(-2x-7)-1
I N x y ahora al separar en
X F—

suma de dos integrales, tendremos integrales inmediatas.

I(—zx:—_slijdxz J-((x—l)(;2_x1—7)—1jdx _
= [(2x-7)x - | ! dx =—2[xdx—7[1dx - |

2
=—2%—7X—L|x—1\+c

dx =

X — x—1

(se escribe valor absoluto para que el logaritmo tenga sentido).

7.5 Concepto de integral definida.

e Sea f una funcién continua definida en [a,b]. Supongamos que dividimos este
intervalo en n subintervalos: [a,X1] , [X1,X2] 5 [X2,X3] 5eeeenen. , [Xn-2,X0-1] 5 [Xn-1,b]-
Podriamos calcular la suma de todas las dreas de los rectdngulos superiores e
inferiores y obtendriamos:

Sup(f) = Mi1(X1-X0)+ Ma(X2-X1)+ M3(X3-X2)+........... +M;(xp-Xp.1) siendo My,
M,;, etc., los maximos de f en cada uno de los subintervalos.
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Sini(f) = mi(X1-Xo)+ ma(X2-X1)+ m3(X3-X2)+

MACCSS II LE.S. EL BROCENSE

....... +mMy(Xp-Xn-1) siendo my,

my, etc., los minimos de f en cada uno de los subintervalos.
Loégicamente Sinr < Area de f(x) < Sgup.

Cuando n tiende a infinito, es decir, cuando aumenta indefinidamente el
namero de subintervalos tendremos:

@

A

%0 x1

xn

%0 x1 xm

n—eo

limS,;; =limS_

n—roo

b
= Area de f(x) = Integral definida = jf(x)dx

Si la funcidn esté por encima del eje de abscisas, el drea y la integral son
exactamente lo mismo, por definicion. Pero si la funcién estd por debajo del
eje x la amplitud de los intervalos sigue siendo positiva, pero los nimeros M;
y m; son hegativos, por lo que la suma dard una cantidad negativa y por tanto
el resultado de la integral serd negativo. En este caso, para obtener el drea hay
que cambiar de signo o bien tomar el valor absoluto de la integral.

Es decir, la integral definida es “casi” igual que el drea, s6lo que son opuestas
cuando la funcién es negativa. Si una curva cruza el eje X tendrd una parte
positiva y otra negativa. Si queremos calcular el 4rea total debemos calcular
el punto de corte con el eje x, y calcular el area de la parte de arriba, que
coincidiré con la integral, y el drea de la parte de abajo, que serd opuesta a la
integral. En todo caso el drea total serd la suma de todas las integrales en
valor absoluto.

1 — A >0
£>0 y =1(x) a b
<0 ] a ¢ b
a b NI Y= £<0
Y y =1(x)
Sif(x) > 0en [a,b] Sif(x) <0 en[a,b] En general
Area=j'f(x)dx Area=—}f(x) dx Area:jf(x)dx —‘b[f(x)dx
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7.6 Propiedades de la inteeral definida.

b c b
1. j f(x)dx = j £(x)dx + J’ f(x)dx | Siendo ce[a,b]

2. j.f(x)dx =0

3. j.f(x)dx =—jf(x)dx

>
0 ey T

b b
[F(x) + g(0ldx =[f(x)dx * [ g(x)dx

b b
5. j k£ (x)dx =k j f(x)dx | Siendo k un nimero real

7.7 Regla de Barrow.

b
] I f (x)dx =G(b) — G(a)|. Siendo G(x) una primitiva de la funcién f(x).

Demostracion:

La primitiva F(x) es la que definimos en el teorema fundamental del calculo
integral y la otra primitiva G(x) se supone que ya ha sido calculada a partir de
la integral indefinida. Sabemos que si F(x) y G(x) son dos primitivas de f(x),

entonces se diferencian en una constante. F(x) = If (H)dt =G(x)+C

a

Si x=a entonces F(a) = 0 = G(a) +C luego G(a) = —C, por lo tanto:

b b
F(b) = j f(t)dt =G(b) + C = G(b) — G(a). Luego: j f(x)dx =G(b) — G(a)
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7.8 Area encerrada por una funcion v el eje x.

[

b c d
Area=A+B+C= jf(x) dx — If(x) dx + _[f(x) dx
a b c

Ejemplo: Halla el drea limitada por la funcién f(x)=x? —6x +5 y el eje OX
en el intervalo [0,5].

Puntos de corte con el eje OX:

X, =
6+./36-20 6+4]| "

2 2

1
x> —6x+5=0 — x=

X, =5

Hay dos recintos: I=[0,1]; II=[1,5]
3
G(x) = [ (x* - 6x +5kix :%—3# +5x

7 —25
G0)=0; G)==; GOB)=—1
) D=3 B1=— g
Area del recinto 1=1G(1)—G(0)\=% .

g 39 -6 -4 -2 0
Area del recinto I1=|G(5)-G() | = = )
Area tota1:z+£ — g =13u?
3 3 3
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También puede hacerse asi:
5

1
Area total:j(x2 —6x +5)dx —J‘(x2 —6x +5)x =
0

1

3 1 3 3
= X__3X2+5X - X——3X2+5X =
3 0 3 1
:(1—3+5]—(9—0+0j— (g—75+25j—(1—3+5j =
3 3 3 3

SR = B O B~ RO AU PR
3 3 3 3

Ejemplo: Halla el drea limitada por la funcién y = x* + x* — 2x y el eje x.

Puntos de corte con el eje x:

x, =0
x, =1
X’ +x*-2x=0 — x(x2+x—2):OX_—1i‘ 1+8 —1+3 ’
2 2
Xy =-2
Hay, entonces, dos recintos: P-20] ; 2°[0]]
4 3 3
Gx)=[(x*+x?—2xfhx =2+ 2 —x2 1
= [ fx ==t =
G(—2)——§' G(0)=0 ; G(l)—_—5 §
3 ’ 12
? 8 1]
Area del recinto 1° = |G(O)—G(_2)‘ :§
’ , S 0
Area del recinto 2° = |G(1)—G(O)‘ =— .
12 -3 -2 -1
Areatotal=§+i=3—7u2 4
3 12 12 1
2]

También puede hacerse asi:
1

Area total= j‘(x3 +x° —2)<)d)§—j()<3 +x? —2x)dx =

{3
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—0-28 |22 ol=0+81 2 0=
3012 12

7.9 Area encerrada por dos funciones.

Sean f y g dos funciones continuas en [a,b]. Supongamos que sus graficas se
cortan en [a,b] en los puntos: X = X, X = X,, ..., X = X,.

Area= []f (x) — ()] dx + [[f (x) = 20| dX Huurrsenrit j [£(x) — g(x)] dx

X X2 Xn-1

También puede hacerse sin utilizar valores absolutos, considerando siempre
en cada intervalo la diferencia entre la funcidén superior menos la funcién
inferior. Ejemplo: Halla el drea del recinto limitado por las funciones:

y=x’-X e y=x+3.
Vemos en la grifica que se cortan en (—1,2) y en (3,6) . Comprobémoslo:

x=-1

2+, 4+12 +
x?—x=x+3=>x>-2x-3=0=>x= :2_4

Sélo hay un recinto: [— 1,3]
3

G(x) = (x2—2x—3)1x=x?—x2—3x
5

G(—l):§ ; G3)=-9

Area=|G(3)-G(-D)|= % u’?

También puede hacerse asi:

Area:j.[(x+3)—(x2 —x )jax =

-1

3
=i(—x2+2X+3)dxzz{—x?3+x2+3x} =
e |

13 1.2
_2 9go)|-[Liio3)o94 2232
3 3 3 3

Ejemplo: Halla el drea del recinto limitado por las funciones:
y=x2—1 e y=1—x2.

x’—1=1-x*=2x*-2=0=>
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G(x) = [(2x* —2ix = 2" oy
4 —4 -
G-h=3 5 Gl=—+

Area=|G(1) - G(-1)| :§u2 ;
y:XZ_

Otra forma:

Area= [[1-x?)- (x* - Jox = 2

o !

J].(—sz +2)dx =

~1

Ejemplo: Halla el drea del recinto limitado por las funciones:
3

3
=Xx"—-2Xx e y=—
y y >

x, =0

x’ x?

X3—2X:727—2X:O:X3—4X:02X(X2—4):O X, =2
X;=2
- Hay dos recintos: 1°[—2,0]; 2°[0,2]

G(x)z_[[%—b(]dxz%—xz

G(-2)=-2; GWO)=0; G2)=-2
Area recinto 1°= ‘ G(0)-G(=2) | =2
Area recinto 2° = ‘ G(2)-G( O)‘ =2
Areatotal =2 + 2 = 4 u’.

w
L

N
L

i
Il

y=x3/2

Otra forma:

el
jz(x?—szdH!(—%uxjdx{%—XZLJ{—%HQL:
:Kg—OJ—(%—LLH+H—%+4j—(—g+oﬂ=0+2+2—0=4u2
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