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Tema 2: Divisibilidad.

2.1 Multiplos v divisores.

¢ Supongamos que tenemos dos nimeros naturales D y d y realizamos la
division entera, con lo que resulta un cociente ¢ y un resto r:

D | d Ejemplo: 27 | 4

r C 3 6

La division anterior podria corresponder con un reparto en el que 4 amigos
pagan 27€ (pizza + bebidas). Si ponen 5€ cada uno, faltarian todavia 7€, asi
que tienen que poner un poco mds: 6€ cada uno y faltardn por pagar 3€. En
realidad se estd restando sucesivamente el nimero 4 (restando 5 veces no ha
sido suficiente) 27 -4-4-4-4-4-4=3=27-4.6=3=27=4.6+3

Hemos comprobado en este ejemplo el teorema de la division: .

e Si el resto es 0, entonces la divisidn es exacta:

D | d Ejemplo: 24 | 4

0 c 0 6
Podria ser un reparto en el que 4 amigos pagan 24€. Si ponen 5€ cada uno,
faltarian justo 4€, asi que tienen que poner 6€. Se ha restado el nimero 4 seis
veces: 24—-4-4-4-4-4-4=0=>24-4.6=0>24=4.6.
Ahora el teorema de la division es una cuenta de multiplicar: .

[La divisién es exacta < D es miltiplo de d <> d es divisor de D|

En la division exacta, son equivalentes las siguientes expresiones:
- 24=4.6.

24 es multiplo de 4.

24 también es multiplo de 6.

4 es divisor de 24.

6 es también divisor de 24.

¢ Los multiplos de un nimero se obtienen multiplicando por 0,1,2,3,...
Ejemplo: los multiplos de 5 son 5.n, es decir: 0, 5, 10, 15, 25, 30,...
Ademds, dados dos multiplos de un nimero, también lo son su suma
5n+5m =5(n+m) y su diferencia 5Sn —5m = 5(n —m).

e Los divisores de un ndmero no se obtienen tan ficilmente como los multiplos.
Los divisores de un nimero D son nimeros mayores que 1 y menores que D,
de forma que al realizar la division el resto es cero. ;Como se obtienen los
divisores de un nimero? O ;Qué debe ocurrir para que un nimero sea
divisible por otro? No podemos dar una regla general y completamente a esta
pregunta, pero podemos dar tres reglas bdsicas para saber si un nimero es
divisible o no por los nimeros 2, 3 y 5:
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2.2 Numeros primos.

Un niimero es divisible por 2 cuando es par. Ejemplo: 22 =2.11.
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Un ndmero es divisible por 3 cuando la suma de sus cifras es miltiplo de

3. Ejemplo: las cifras de 237 suman 243+7=12. 237 =3.79
Un ndmero es divisible por 5 cuando acaba en 0 6 5. Ejemplo: 65=5.13.

® Si un ndmero no tiene divisores propios, se dice que es primo. Es decir, un

ndmero primo es divisible s6lo por si mismo y por la unidad.

Los primeros nimeros primos menores que 200 son:

2,3,5,7,11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79,

83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163,

167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, ...

Para obtenerlos se construye la criba de Eratdstenes, que consiste en eliminar

los multiplos de 2, luego los multiplos de 3, luego de 5, etc.
12|34 5|67 8 9101 |[12|13]14]15]|16]|17]18]19]20
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | S0 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55|56 | 57|58 | 59| 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72 | 73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80
81 | 8 | 83 | 84 | 8 | 8 | 87 | 8 | 89 | 90 | 91 | 92 [ 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100
101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120
121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130 | 131 | 132 | 133 | 134 | 135 | 136 | 137 | 138 | 139 | 140
141 | 142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150 | 151 | 152 | 153 | 154 | 155 | 156 | 157 | 158 | 159 | 160
161 | 162 | 163 | 164 | 165 | 166 | 167 | 168 | 169 | 170 | 171 | 172 | 173 | 174 | 175 | 176 | 177 | 178 | 179 | 180
181 | 182 | 183 | 184 | 185 | 186 | 187 | 188 | 189 | 190 | 191 | 192 | 193 | 194 | 195 | 196 | 197 | 198 | 199 | 200

2.3 Descomposicion en factores primos.

Los nimeros que no son primos se dice que son compuestos. Estos nimeros

pueden expresarse de forma tnica mediante producto de factores primos, para
ello se divide de forma sucesiva por los niimeros primos mds pequefios por
los que sea divisible. Ejemplo:

El niimero 360 se descompone asi: 360 =2’ 3% .5, porque en cada divisién
el nimero “‘se parte” en nimeros cada vez mas pequefios:

360=2:180=2¢2:90=202¢2:45=242:2:3.15=2.2.2.3.3.5=27.3%.5
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Ejemplo: el niimero 2292 = 2* +3.191. En cada divisién el nimero se divide
en nimeros cada vez mds pequefios 2292 =2.1146=2.2.573=27.3.191

2 29 2 2 229

02 1 146 114

09 1 4 57

1 2 0 6 19
0 0

El nimero 191 no se puede continuar dividiendo porque es primo.

2.4 Maximo comun divisor.

e FEl Maximo comun divisor de dos nimeros (M.C.D.) es el mayor de los
divisores comunes de ambos nimeros, asi el médximo comin divisor de 12 y
30 es 6 (se escribe: M.C.D.(12,30)=6). Para calcularlo se realizan las
descomposiciones factoriales y se toman los factores comunes elevados al
menor exponente. Esto es asi, porque claramente los factores deben ser
comunes y ademads, hay que elevar al menor exponente para que de esta forma
sigamos dividiendo a ambos nimeros. Ejemplo: 12 y 30.

1 2|2 3 0|2
6|2 1 5|3
303 505
1 |
12=2%.3 }:» M.CD.(1230)=2.3=6
30=2.3.5

2.5 Minimo comun multiplo.

¢ El minimo comun multiplo (m.c.m.) es el menor de los multiplos comunes de
ambos nimeros, asi el minimo comdn multiplo de 12 y 30 es 60. (se escribe
asi: m.c.m.(12,30)=60). Para calcularlo se realizan las descomposiciones
factoriales y se toman todos los factores elevados al mayor exponente. Esto es
asi, porque se necesitan todos los factores para ser multiplo, y ademas, hay
que elevar al mayor exponente porque en caso contrario perderiamos el hecho
de ser multiplo del mayor de los nimeros. Ejemplo: 12 y 30.

12=2%.3

= mem.(12,30) =2 .3.5=60
30: 2.305
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Hay una férmula muy util para comprobar si los cdlculos son correctos:

M.CD.(a,b)® mcm.(a,b)=a+b| O sea, el producto del maximo comiin

divisor por el minimo comun multiplo coincide con el producto de ambos
ndmeros. Esta férmula se obtiene razonando con las descomposiciones
factoriales porque después de tomar los factores comunes elevados al menor
exponente y luego todos los factores elevados al mayor exponente, en
realidad estamos tomando los factores que aparecen en ambas
descomposiciones factoriales. Ejemplo: 12 y 30.

12=2%.3
30=2.3.5

12=2%.3
30=2.3.5

} = M.CD.(12,30)=2.3=6
= 6+60 =12.30 = 360 = 360
} = mem(12,30)=2?.3.5=60

2.6 Problemas sobre M.C.D y m.c.m.

Una utilidad importante del M.C.D. y m.c.m. es la resolucién de problemas en
los que hay que preguntarse si buscamos un multiplo o un divisor.

Ejemplo: en una bodega hay dos tipos de toneles de vino, unos de 240 litros y
otros de 252 litros. Todo el contenido de los toneles se quiere envasar en
garrafas iguales. Calcular las capacidades maximas de las garrafas para que
en ellas podamos envasar todo el vino.

- Esta claro que buscamos un divisor y ademds debe ser maximo porque
queremos saber la capacidad méxima de las garrafas.

240=2"+3.5
252=22.32.7

Los toneles de 240 litros se envasardn en 20 garrafas y para los toneles de
252 se necesitardan 21 garrafas.

} = M.C.D.(240,252) = 2% .3 =12. Garrafas de 12 litros.

Ejemplo: dos amigos vienen a Céceres uno cada 18 dias y el otro cada 24
dias. Hoy se han encontrado en Céceres. ;Dentro de cuantos dias volveran a
estar los dos a la vez en Céaceres?

- Esta claro que buscamos un multiplo y ademds debe ser minimo porque
queremos saber cudndo se reencontrardn por primera vez.

18=2.32
24=2%.3
dentro de 72 dias.

} — mcam.(18,24) =2 . 3> =72 Se encontrardn de nuevo
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