Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS 1°ESO LE.S. EL BROCENSE

Tema 3: Numeros enteros.

3.1 Numeros naturales I y nimeros enteros Z.

El conjunto de los nimeros naturales es M=1{1,2,3,4,5,6,--- 1.
Claramente es un conjunto infinito y podemos representarlo graficamente
como un conjunto de puntos o divisiones de una semirrecta en la que se ha
elegido el origen de referencia donde se sitia el nimero 0 y la medida unidad
para irnos desplazando hacia la derecha.

0 1 2 3 4 5

En este conjunto es posible contar, sumar y multiplicar. Sin embargo, la resta
no siempre es posible realizarla (3 — 6 =? no seria un nimero natural), ni
tampoco se puede dividir si la division no es exacta (5:2=? no sabemos).

Una vez que tenemos los numeros naturales representados en la recta,
podemos definir el orden de forma muy sencilla: un nimero natural es mayor
que otro si estd situado a su derecha, 2<5 porque el 5 estd a la derecha.

¢ Siafadimos el nimero 0 y los nimeros negativos, tenemos el conjunto de los

ndmeros enteros Z={..,—5, -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,... }.
P | | | | | I I I I

-3 -2 -1 0 1 P 3 4 5
En el conjunto de los nimeros enteros el orden se basa igualmente en la
posicion en la recta: un ndmero es mayor que otro si estd situado mds a la
derecha.
El valor absoluto de un nimero entero se obtiene eliminando el signo.

Ejemplo: [+ 3 = 3y también |-3|=3.

L J

Dos nimeros enteros son opuestos cuando tienen el mismo valor absoluto y
signo diferente. Ejemplo: —3 y +3.

El conjunto 7, engloba al anterior [ y aqui se solucionan dos problemas:

- Ahora si que es posible restar dos nimeros cualesquiera: 3—6 =—-3
(seguimos todavia sin poder dividir siempre).

- Ahora pueden describirse de forma natural otros niimeros negativos, por
ejemplo considerar temperaturas negativas, otra direccion diferente como
bajar al s6tano, el hecho de deber dinero o tener saldos negativos, etc.

3.2 Operaciones con nUmeros enteros.

Suma: para sumar dos nimeros enteros que tienen el mismo signo, se suman
sus valores absolutos y se mantiene el mismo signo.
Ejemplos: 5+3=8y —4-2=-6.
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Para sumar dos nimeros enteros que tienen signo diferente, se restan sus
valores absolutos y se mantiene el signo del mayor en valor absoluto.
Ejemplos: —5+3=-2y —4+7=43.

e Resta: para restar dos nimeros enteros, se cambia de signo al sustraendo y
luego se suman como en el apartado anterior. Ejemplos: —5—-3=-8
—4—-(2)=—4+2=-2 5-3=2 4—(-7)=4+7=11

¢ Producto: dos nimeros enteros se multiplican siguiendo la regla de los signos:

+ o + = +| Estareglade los signos se razona asi: al ganar varias veces un

beneficio, el resultado sigue siendo un beneficio (positivo), y

+ o — = — . . .

por el contrario al pedir varias veces una deuda, el resultado
— * + = —| sigue siendo una deuda (negativo). Asi mismo, para entender
— o — = +| el producto de dos niimeros negativos podriamos pensar en

eliminar varias veces una deuda, con lo que tendriamos un
resultado positivo.
Ejemplos: 3.5=+15 3.(-5)=-15 (—3)+(=5)=+15

e Cociente: igual que antes dos nimeros enteros se dividen siguiendo la misma
regla de los signos. Pero ahora no siempre encontraremos un resultado, ya que
la operacidn sélo serd posible si el primer nimero es divisible por el segundo.
Ejemplos: 6:(-3)=-2 (-6):(-3)=+2 5:(=3)="?

® Operaciones combinadas: hay que respetar la jerarquia de las operaciones
siguiendo este orden: paréntesis interiores, paréntesis exteriores, potencias o
raices, productos y cocientes y por ultimo sumas y restas. Ademds de la
jerarquia de las operaciones, en las operaciones combinadas es frecuente

también la utilizacién de la propiedad distributiva: [a+(b+c)=a<b+a.c

No obstante, es aconsejable para evitar errores, operar siempre el interior del

paréntesis y no utilizar la propiedad distributiva. El procedimiento seria

entonces el siguiente:

- Operar los paréntesis interiores, realizando ahi las multiplicaciones y
divisiones antes que las sumas y restas. Ejemplo:
12-[7-5.8-3.4-3)]+4-3.(2-4)=
=12-[7-5.(8-12-3)]+4-3.(2-4)=
=12-[7-5.(-7)]+4-3.(2-4)

- Operar los paréntesis exteriores (primero las multiplicaciones y divisiones).

=12-[7+35]+4-3.2-4)=12-42+4-3.(-2)

- Operar potencias y raices si las hubiera. En nuestro ejemplo no hay.

- Realizar multiplicaciones y divisiones:
=12-42+4+6

- Sumar y restar:
=22-42=-20

Otro ejemplo un poco mds resumido:

- Paréntesis interiores:
15-3.[6-(-12):4-(2-2.4-4)]=15-3.[6-(-12): 4 - (2-8—4)] =
=15-3.[6-(=12):4—(=10)]

- Paréntesis exteriores:
15-3.[6-(-3)-(-10)]=15-3.[6 +3+10]=15-3.19

- Multiplicaciones y divisiones y luego sumas y restas:
15-3.19=15-57=-42
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3.3 Potencias de nimeros enteros.

¢ Dado un nimero entero a (base) y un nimero natural n (exponente), se define

la potencia asi: |a_=aesa..... +a|(n— veces). O sea, se multiplica la base
por si misma tantas veces como indica el exponente.

Ejemplos: 2° =2.2.2=8 3*=3.3.3.3=81

(=5)? = (=5)+ (=5) = +25 (=3)" =(=3)+ (-3) - (-3) =27

Vemos que al elevar nimeros positivos el resultado es positivo y al elevar un
ndmero negativo a exponente par el resultado también es positivo, pero al
elevar un nimero negativo a exponente es impar, el resultado es negativo.

Las potencias tienen las siguientes propiedades:

0 . . .z .
-12_= 1] por convenio para validar la expresion: (1 =a"la" = ao)

_ a'n .am :an+m

Ejemplo: 4*«4° =(4.4.4.4).(4.4.4)=4"  porque se afiaden o se suman
mads factores a los ya existentes.

n

_ ]gjer:napl: -
(2 12 =[-2)-(-2)-(-2)-(-2)- (-2): [ 2)- (- 2)]= (-2)",

porque al dividir estariamos eliminando o restando factores y quedarian sé6lo
la diferencia del nimero de factores.

_ (an )k — ank
Ejemplo:

(2T =[-2)-(-2)- (-2)+ (-2)+ 2]+ [-2)+ (- 2)+ (-2)- (- 2)- (-2)]= (-2)"
porque se multiplica el nimero de factores por las veces que indican ambos
exponentes.

(a-b)"=a".b"
Ejemplo:
(2.3)" =(2+3)-(2:3):(2+3)-(2:3)=(2.2.2.2)+(3-3.3.3)=2".3"

porque se multiplica cada uno de los factores las veces que indica el
exponente.

(a:b)"=a":b"
Ejemplo: (6:3)" =(6:3)+(6:3)+(6:3)-(6:3)=(2+2.2.2)=2* porque se
multiplica cada uno de los elementos de la division las veces que indica el
exponente, por lo que puede hacerse primero la division y luego elevar el
resultado.

e Las potencias utiles y mds practicas son las potencias en base 10 que nos

sirven para expresar todos los niimeros.

Ejemplo:

2.548 =2000+500+40+8=2.10"+5.10> +4.10" +8.10°
Expresando los nimeros como suma de potencias de 10 y utilizando las

propiedades de las potencias, podemos explicar mejor los procedimientos en
las operaciones elementales.
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31 423 3.10° + 1.10° + 4.10° + 2.10" + 3.10°
+ 56 8 9 8 5.10* + 6.10° + 8.10° + 9.10' + 8.10°
g.10* + 7.10° + 12.10* + 11.10" + 11.10°
Se pasa una unidad al orden siguientw w M
31 4 2 3 3.104 + 1.10° + 4.10>° + 2.10 + 3.10°
+ 5 6 8 9 8 5.10* + 6.10° + 8.10* + 9.10 + 8.10°
8 8 3 2 1 g8.10* + 8.10° + 3.10> + 2.10 + 1.10°
e Explicacion de la resta de nimeros utilizando potencias:
Para que sea fécil realizar la resta, se coloca siempre en cada columna un
minuendo mayor que el sustraendo, pasando una unidad al orden anterior.
7 8 3 43 7.10 + 8.10° 3.10>° + 4.10' + 3.10°
- 5645 + 5.10° 4+ 6.10>2 + 4.10' + 5.10°
7 8 3 4 7.10* + 7.10° + 12.10> + 13.10" + 13.10°
- 56 45 + 5.10° + 6.102 + 4.10' + 5.10°
6 2 6 9 8 6.10* + 2.10° + 6.10> + 9.10' + 8.10°
e Explicacién de la multiplicacién de nimeros utilizando potencias:
Se multiplica cada potencia del multiplicador por todas las del multiplicando
y se colocan los resultados manteniendo siempre columnas del mismo grado:
3827 3.10° +  8.10° + 2.10' + 7.10°
x 43 X 4.100 +  3.10°
11481 9.10° + 24.10° + 6.10' + 21.10°
5> 3038 12.10° + 32.10° + 8.10° + 28.10'
64561 12.10° + 41.10° + 32.10° + 34.10' + 21.10°
Por cada vez que se superan las decenas: 10, 20, 30,..., etc., hay que afadir las
respectivas unidades: 1, 2, 3,..., etc., respectivamente, al orden superior de la
izquierda, estas son las unidades que decimos “y nos llevamos tantas...”:
38 27 3.10° + 8.10° + 2.100 + 7.10°
X 4 3 X 4.10" +  3.10°
1 1 4 8 9.10° + 24.10> + 6.100 + 21.10°
530 8 + 12.10" + 32.10° + 8.10° + 28.10'
6 4 5 6 1 1.10° + 6.10* + 4.10° + 5.10> + 6.10' + 1.10°
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e Explicacién de la division de nimeros utilizando potencias:

1 7 6 8 5 4 2
- 1 6 8 4 2 1
0 0 8 8
- 8 4
0 4 5
- 4 2
0 3

1.10* + 6.10° + 16.10>° + 8.10' + 5.10° 4.10" + 2.10°
l.10* + 6.10° + 8.10° + 4.10> + 2.10" +
0 0 8.10>° + 8.10'
- 8.10° + 4.10'
0 4.10" + 5.10°
- 4.100 + 2.10°
0 3.10°

Se considera la cifra o grupo de cifras a la izquierda del dividendo que pueden
englobar al divisor. Entonces se divide sélo esa cifra o grupo de cifras, el
resultado se coloca en el cociente, se multiplica por el divisor y se resta al
dividendo. Se mantiene el orden de las columnas en el dividendo, y continuamos
afiadiendo o “bajando” una nueva cifra y repitiendo el proceso de multiplicar por
el divisor para restarselo al dividendo hasta que no quede ninguna cifra en el
dividendo, y el resto no se pueda dividir por el divisor.

3.4 Raices de nimeros enteros.

e Laraiz cuadrada de un nimero a, es otro nimero b que elevado al cuadrado
resulta a: [va =b & b* =a. Ejemplo: V16 =4 porque 4> =16. También
serviria+/16 = —4 porque (— 4)2 =16. Luego todas las raices cuadradas de
ndmeros positivos tienen dos soluciones: \/Z =12, \/5 =43, \/B =14,

V25 =25 .. .etc. Por el contrario, no existe la raiz cuadrada de los numeros

negativos: v—4 =7, 4—9 =7 .. .etc. Esto es asi porque no hay ningtin
nimero que al elevarlo al cuadrado resulte negativo.
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3.5 Algoritmo de la raiz cuadrada.

J4 5 8 4 112 1 4
- 4, 41 x 1 =41
0, 5 8. 42 4x 4=1696
T4 1,
1 7, 4 1
1.6, 9 6
0, 45

- Se apartan las cifras en grupos de 2 de derecha a izquierda.

- Se aproxima mediante un cuadrado la cifra o cifras que queden a la
izquierda. En nuestro ejemplo a la izquierda quedaria apartada la cifra 4.
Elevamos 2 al cuadrado, que da 4 y se le resta al 4, quedando 0. El nimero
2 se coloca en la primera fila de la derecha como principio del resultado.

- Bajamos las dos cifras siguientes, en nuestro ejemplo 58 y colocamos en la
segunda fila de la derecha el doble del numero de la primera fila, o sea, 4.

- Buscamos en la segunda fila de la derecha un nimero (que va a serel 1)
que afladido al 4 anterior y multiplicado por ese mismo nimero se acerque
lo méximo posible al nimero 058. El resultado de la segunda fila 41x1=41
se resta en la parte de la izquierda, 58—41=17. Y el nimero 1 se coloca en
la primera fila como segunda cifra del resultado.

- Bajamos las dos cifras siguientes, tendremos 1741 y colocamos en la
tercera fila de la derecha el doble del nimero de la primera fila, o sea, 42.

- Buscamos en la tercera fila de la derecha un nimero (que va a ser el 4) que
afiadido al 42 anterior y multiplicado por ese mismo nimero se acerque lo
maximo posible al nimero 1741. El resultado de la tercera fila 424x4=1696
se resta en la parte de la izquierda, 1741-1696=45. Y el niimero 4 se coloca
en la primera fila como tercera cifra del resultado y serd la primera cifra

decimal porque corresponde al primer grupo de cifras 1
decimales.
- Ahora podemos comprobar que: 214 +45 = 45841 X z ; 4
También pueden hacerse raices cuadradas a partir de la 2.1 4
multiplicacién por aproximaciones sucesivas o tanteo: 4 2 8
214> = 45796 que no llega y 215° = 46225 ya se pasa. 4 5 7 9
Luego+/45841 =214 pero no es exacta porque hay un resto. + 4
Soélo sera exacta cuando el tanteo coincide con el radicando. 4 5 8 4
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