Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

Tema 12: Estadistica.

12.1 Conceptos estadisticos.

e La Estadistica es una parte importante de las Matematicas que estudia
métodos para recopilar, analizar e interpretar datos con el fin de extraer
conclusiones precisas y utiles a partir de ellos.

e [La poblacién, también conocida como universo o colectivo, es el conjunto de
referencia objeto de estudio en el que se realizan las observaciones y se
recogen los datos.

¢ Un individuo es cada uno de los elementos que componen la poblacién
estadistica. Se trata de un ente observable y no tiene que ser una persona:
puede ser un objeto, un ser vivo o incluso algo abstracto.

¢ La muestra es un subconjunto de elementos o individuos de la poblacién
estadistica. Se toman muestras cuando es dificil o costoso observar a todos los
elementos de la poblacidn estadistica.

e (Caracteres estadisticos: son cualidades o propiedades inherentes al
individuo. La observacion y estudio del individuo se centran en recopilar
datos de uno o més caracteres estadisticos. Pueden ser de tres tipos:

- Cualitativos: son categéricos y no numéricos. Por ejemplo el color de los
0jos, la profesion, la marca de coche, etc.

- Cuantitativos discretos: aquellos que toman valores aislados (nimeros
naturales), y que no pueden tomar ningtin valor intermedio con decimales.
Por ejemplo, el nimero de goles, el nimero de hijos, el nimero de discos
comprados, el nimero de pulsaciones, etc.

- Cuantitativos continuos: son aquellos que se expresan con nimeros
decimales y pueden tomar, en teoria, todos los infinitos nimeros reales de
un rango o intervalo. Por ejemplo, la altura, el peso, el volumen, la presién
sanguinea, la temperatura, etc. En estos casos, es aconsejable agrupar los
datos de la variable estadistica en intervalos de clase contiguos elegidos
convenientemente para no perder mucha informacion. Los extremos de los
intervalos de clase se denominan “extremos de clase” y el punto medio se
llama “marca de la clase x,”, que es valor que representard a todo el

intervalo. Si procuramos que todas las clases tengan la misma amplitud y
los limites de cada clase sean nimeros redondos (por ejemplo, multiplos de
5), conseguiremos simplificar mucho los célculos.

¢ Se llama tamafio muestral N al nimero de observaciones realizadas o al
nimero total de datos.

e La frecuencia absoluta (f,) de un valor x, de la variable es el niimero de
veces que dicho valor se repite en el conjunto de las observaciones realizadas.

 Lafrecuencia relativa (h;) de un valor x, de la variable es el cociente, o
tanto por 1, entre la frecuencia absoluta y el niimero de observaciones
realizadas.

e Lafrecuencia absoluta acumulada (E) del valor x, de la variable es la suma
de las frecuencias absolutas de los valores inferiores o iguales a €l.
Evidentemente, los valores x; deben estar ordenados de manera creciente y la
frecuencia absoluta acumulada del dltimo valor serd siempre N.
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e La frecuencia relativa acumulada (H,) del valor x, es el cociente entre la
frecuencia absoluta acumulada y el nimero de observaciones realizadas.

Ejemplo: consideremos la variable estadistica discreta asociada al
experimento consistente en anotar las calificaciones de matematicas de un
colectivo de 50 alumnos. Realiza con los datos una tabla de frecuencias.

Los resultados han sido: 1-6-8-8-2-2-3-4-5-10-3-4-5-6-7-8-9-7-7-6-5-5-5-4-4-
5-6-7-10-4-1-2-5-5-6-6-7-4-5-6-5-4-6-7-6-5-4-3-4-5.

x, | f | h | %|E| H |%Ac

Total | SO0 | 1 [100

Otro ejemplo: consideremos la variable estadistica continua asociada al
experimento consistente en medir la estatura (en cm) de un grupo de
personas. Los datos obtenidos vienen ahora recogidos mediante intervalos en
esta tabla:

Estatura | [140,150) | [150,160) | [160,170) | [170,180) | [180,190)

N° personas 6 9 14 15 6

Los posibles valores x; de la variable estadistica son ahora las marcas de la

clase de cada intervalo, que se obtienen sumando los extremos del intervalo y
dividiendo por 2. Luego, los valores de x,son: 145, 155, 165, 175 y 185.
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La tabla de frecuencias es ahora la siguiente:

Intervalo X; f. | h, | % | E | H |%Ac
[140,150) | 145 | 6 [0,12]| 12| 6 | 0,12 | 12
| [150160) | 155 | 9 |08 |18 [15]030] 30
| [160.170) | 165 | 14028 |28 [20 [ 0.58 58
| [170180) | 175 [ 15| 030 |30 |44 088 | 88
| [180190) | 185 [ 6 |012|12]s0| 1 [100
Total | 50 | 1 (100

¢ [amedia aritmética se obtiene como la suma de todos los valores de una
variable, dividido por el niimero total de dichos valores. Para una tabla de
frecuencias en la que a cada valor de la variable x;le corresponda una

frecuencia absoluta f;, se puede calcular la media (que se representa por X)

de la siguiente manera: |X =

X; f, X;f;
L 2 | 2
23 6 .|
A 3ol EA
ALY 36
TN O - R 60
LT S S 3
I S 2
83 24
R O S I EA

10 2 20
N=301§" =262

La media aritmética es pues X = 25—602 =5,24

En el ejemplo de las estaturas la media se obtiene de forma andloga,
utilizando las marcas de clase de cada intervalo:
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Intervalo X, f. | x.-f.

Total | 50 | 8310

La media aritmética es pues X = % =166,2

e Lamoda es el valor que tiene mayor frecuencia absoluta. En el ejemplo de
las notas, la moda es M, =35, ya que a esta nota le corresponde la mayor

frecuencia, 12. Si a dos o mds valores les corresponde la misma frecuencia
maxima, se dice que la distribucion es bimodal o multimodal.

e Lamediana M_ es el valor de la variable que excede al 50% de los datos. Es

decir, al menos la mitad de los valores de la distribucion es inferior o igual a
M., y al menos la mitad es superior o igual a M, .

Para calcular la mediana en una variable discreta, se ordenan los datos de
menor a mayor. Si hay un nimero impar de datos, la mediana es el que ocupa
el lugar central. Si su nimero es par, se hace la media aritmética de los dos
valores centrales. En el ejemplo de las notas, con un total de N =50 valores,
que es un nimero par, los dos valores centrales se encuentran en las
posiciones 25 y 26. Al revisar la tabla de frecuencias absolutas acumuladas,
vemos que ambos corresponden al valor 5 (ya que hay 29 valores menores o
iguales a él), por tanto M, =35.

e Varianza y desviacion tipica. Se define la varianza de una distribucion de
frecuencias como el nimero obtenido de la siguiente expresion:

n n

Z(Xi - i)z'fi Z x;f,

2 _ = = <2
g2 = _i=l — _I=I -X

N N

La raiz cuadrada de la varianza se llama desviacién tipica:
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Cuanto mayor es la desviacion tipica, mdas alejados estdn los valores respecto
de su valor medio. Es decir, mayor es el error que se comete al sustituirlos
todos por su media aritmética.

Para aplicar la férmula a los datos del ejemplo de las notas de matematicas,
realizamos la siguiente tabla:

X f; X; =X (Xi _i)z (Xi ‘i)z'fi
1 2 —424| 17,9776 35,9552
2 3 —3.,24| 10,4976 31,4928
3 3| —224| 50176 | 15,0528 |
4 9 —-1,24| 1,5376 13,8384
5 12 -0,24| 0,0576 0,6912
6] 9 1. 076 05776 | 51984 |
Tl 6 | 1.76] 3,0976 | 18,5856 |
8 3| 276] 76176 | 22,8528 ]
9 | 1 | 376] 14,1376 | 14,1376 |
10 2 476| 22,6576 45,3152
N=50 (x, —X)f, = 203,12
Con lo que se tiene: st = 203,12 =4,0624 y s=4/4,0624 =2,01554.
>
OTRA FORMA: |[s* = ”T -X’
Xl Xi2 fl X12 fl
I I S 2 | 2
2] 4 1 3112
3 9 3 27

—
)
.
)
=}
[\S]
\o)
o
o

Asi pues serd: s* = %— (5,24) =4,0624 'y s=4/4,0624 =2,01554.
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p S . Yy . . . .
¢ Elnimero — se llama coeficiente de variacion. Mide la dispersion relativa
X

y, cuanto mayor es, mas dispersos estdn los datos. En nuestro ejemplo, el

2,0155

coeficiente de variacién es: 1 =0,3846 (38,46%).

b

Para el ejemplo de las estaturas, calculariamos la desviacion tipica asi:

Intervalo x; | £ | x,—-X| (x, -x) (x, —X)z-fi
[140,150) |145| 6 | —21.2| 44944 2696,64
 [150,160) [155] 9 | —11.2| 12544 | 112896 |
- [160,170) [165] 14 | -12| 144 | 20,16 |
~ [170480) [175] 15| 88| 7744 | 161,60 |
- [180,190) [185] 6 | 188| 35344 | 212064 |
Total 50 D (x,~ %), =7128
i=1

Con lo que se tiene: s* = 7128 =142,56 y s=4/142,56=11,93985.

50
> it
OTRA FORMA: s2='=1T—i2
Intervalo X; X 12 f; X12 1,
_____ [140150) | 145 | 21025 | 6 | 126150
[150,160) | 155 | 24025 9 | 216225

[180,190 205350
Total | N=50 |1388250

N—
—
o0
(9]
98]
=
[\
[\
()}
(@)}

Asi pues, serd: s’ = 1388250 _ (166,2) =142,56 y s=4/142,56 =11,93985.
Ahora el coeficiente de variacion es S_ % =0,07184, que indica una
X s

dispersion baja (7%).
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12.3 Calculo de parametros bidimensionales.
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Hasta ahora hemos estudiado una sola variable. Sin embargo, en muchas
situaciones interesa analizar dos variables X e Y, al mismo tiempo para
estudiar si existe relacion entre ellas. Ejemplo: pulso y temperatura de los
pacientes de un hospital, los ingresos y gastos de las familias de un colectivo,
la edad y los dias que faltan al trabajo los trabajadores de una fébrica, etc.
Tipos de distribuciones bidimensionales:
- Cualitativa — cualitativa.
- Cualitativa — cuantitativa (discreta o continua).

- Cuantitativa (discreta o continua) — cuantitativa (discreta o continua).
Tipos de tablas:
- Tabla de dos columnas (X;,y, ) para pocos datos.

- Tabla de tres columnas (x,,y;,f;) para muchos datos y pocos valores

posibles.

- Tablas de doble entrada para muchos datos y muchos valores posibles.

Ejemplo: las notas de Matematicas y Fisica de 20 alumnos:

Notas Mat. | Notas Fis. | Frecuencia
L2 2
SRR SN ISR SUNU DU 1
_______ 2 3
_______ 3 oolzo oL
_______ 3ol
_______ 4 3
_______ S b
_______ S22
_______ 6 ..t |1
_______ 6 .2 | L.
_______ 6 .5 .2
_______ To6 L
_______ 1o T2
_______ 8 2oL
_______ o .8 o1
10 2
Total 20

Otro ejemplo: se ha medido el volumen, en litros, y el peso, en kilogramos,
de distintos tipos de maletas, obteniéndose los siguientes resultados:

Volumen

97

102

94 | 107

92

98

Peso

6,9

7,1

6,7 | 74

5,8

6,1

Ya conocemos los pardmetros unidimensionales para cada variable:

-P4g. 122-



Martin Serrano Fuentes

MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

“ xf, n f-(x, —X) n x2f,
X = Z:N Si = ; N — ZN %2
Zn:yi'fi Zn:fs(y -y) Zn:y?-fi
y — _i=l SZ — _i=l _ izl _yz
N Y N N

Ahora aparece un pardmetro nuevo: la covarianza, que es la media aritmética

de las desviaciones de cada una de las variables respecto a sus medias

respectivas:

El coeficiente

S

Zf y, — y)x—x fo Y,

Xy

N

-Xy

N

de correlacion lineal (coeficiente de Pearson, r) es una forma

de cuantificar de forma mads precisa el tipo de correlacién que hay entre las

dos variables:

12.4 Correlacion o

Xy
S.S

r=

X7y

dependencia.

La correlacion es la relacion o dependencia existente entre las dos variables

de una distribucién bidimensional. Segtin sean los diagramas de dispersion,

también llamados nube de puntos, podemos establecer los siguientes casos:

- Independencia funcional o correlacién nula: cuando no existe ninguna
relacion entre las variables (r=0).

- Dependencia funcional o correlacion funcional: cuando existe una funcién
tal que todos los valores de la variable la satisfacen (a cada valor de x le
corresponde uno solo de y o a la inversa) (r =%1).

- Dependencia aleatoria o correlacion curvilinea (6 lineal): cuando los puntos
del diagrama se aproximan a una linea recta o a una curva, puede ser
positiva o directa (0 <r<1), o negativa o inversa (—1<r<0).

12.5 Regresion lineal.

La regresion consiste en ajustar, lo mejor posible, la nube de puntos de un

diagrama de dispersion a una curva. Cuando ésta es una recta, se obtiene la
recta de regresion lineal. Cuando es una pardbola se obtiene una regresion
parabdlica. Y cuando es una exponencial, se obtiene una regresion
exponencial. (Es importante tener en cuenta que en todos los casos, r debe ser

distinto de 0).

Sy
2
S

X

Al valor

se le llama coeficiente de regresion de y sobre x y representa

la pendiente de la recta de regresion.
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La recta de regresion de y sobre x viene dada por:

e De forma andloga, |—

MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

y-y=

SXy

2
X

x=x)|

recta de regresion de x sobre y es:

se llama coeficiente de regresion de x sobre y. Y la

Notas Mat | Notas Fis | Frecuencia x,f, y.f, x>, yf, X,y f,
U SN I 2 2 2] 4 28 4.
S SO o] | 3 LSS S 9 .3
2 o2 3 oA 9 .6
O AU 2 Y3 2 S 4 1.6
I AU Sl b3 Sl 82 15
. U 3o 4 3o 16 | 9 12
A VoS 25 LS
I 2 S 2 25 4 10
6 VoL e 36 6
I T I 2 oy e 2 36 4 12
I U Sl 2 12 .10 | 72 50 60
ISR 6 v T 6 | 499 36 42
U 1o 2 14 14 908 98 .98
8 2 b8 2 ! 64 4 16
I 8 oL 9 ] 8 | 81 | .64 | 72

10 9 2 20 18 200 162 180
Total 20 107 84 727 488 547
Media x 5,35 media y 4,2
desviacion sy 2,7798381 desviacion sy 2,6
covarianza Syy 4,88 coef. corr. lin. r 0,6751915
Coeficiente de Regresion de y sobre x | 0,6315108 | Coeficiente de Reg. x sobre y [ 0,7218935
x;f; yif;
) _ Z, 107 _ Z, 84
Las medias son: X="~—=—+=535 e y=- =—=472.
N 20 N 20

Las desviaciones tipicas son las siguientes:

Zn:fi~(>(i —X)z ifi-xf
— 1/ =l — /=L

S, = —X" =,|—=535 =4/7,7275 =2,7798381 .
b N N 20
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s =

Zn:fi'(}’i -
_ 1/ =t

y

N

La covarianza es:

y)z iyg'fi
= i=1 N

o [488

Y =V 20

Sxy

El coeficiente de correlacion lineal es: r=

N

ifi'(yi _y)(xi _i) ifi'xi'Yi

N
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42% =./6,76 =2.6.

—x.y=% _53542-4358.
20
S W88 (6751915,
s.s, 277983826

Que indica en este ejemplo que la correlacién entre los datos es fuerte.

Los coeficientes de regresion, son los siguientes:

Coeficiente de regresion de y sobre x:

Coeficiente de regresion de x sobre y:

Recta de regresion de y sobre x :
y—4,2=0,6315108 (x —5,35)

Sxy

4,88

=2 —0,6315108.
s (2,7798381)
Sy o 488 (7218935,
sy (2,6)

Recta de regresion de x sobre y:
x—5,35=0,7218935-(y —4,2)

Por ejemplo, si un alumno tiene un 7 en Matematicas, ;qué nota se espera que
obtenga en Fisica? La nota de fisica esperada se obtiene sustituyendo en la
recta de regresion de y sobre x:
y—4,2=0,6315108(7-5,35) = y=4,24+0,63151081,65 = 4,2 +1,04199282
Luego se espera que obtenga una nota aproximada de 5,24 en Fisica.

e En el ejemplo de las maletas: se ha medido el volumen, en litros, y el peso, en
kilogramos, de distintos tipos de maletas, obteniendo los resultados que se
recogen en esta tabla:
Volumen | 97 | 102 | 94 | 107 | 92 | 98
Peso 69|71 67|74]|58]6,1
Vol. Peso Frecuencia x A | yf x> f, vt | xeyf
9T L8 LS 97 169 | 9409 | 47,61 | 6693 |
L2 NS S SR Vo2 70 10404 | 5041 | 7242 |
B S 7Y S LS 94 | 67 | 8836 | 44.89 ] 6298 |
107 TA LS 107 | 74 | . 11449 | 54,76 | 71918 |
92 |8 LS 92 .38 | ..8d64 | 33,64 | 333,6 |
98 6,1 1 98 6,1 9604 37,21 597,8
Total 6 590 40 58166 268,52 | 3946,5
media X 98,333333 media y 6,666666
desviacion sy 4,988876 desviacion sy 0,555777
covarianza 2,194444 coef. corr. lin. 0,791445
coef. Regres. 0,088169 coef. Regresion de 7.104316
de y sobre x X sobre y
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ZX“ _ 590 2yt 4

Las medias son: X == ——=98,333333 y="L_— =— =6,666666.
N 6 N 6

Las desviaciones tipicas son las siguientes:

Zfi'(xi -x) Zf X;

s =
N

X

\/58166 98,333333% =4,988876.

S = = —_ ==

Y N N
La covarianza es:

Zf Y — y)x —x Zf

—6,666666° =0,555777..

n RV )
Zfi'(}’i - Y) ZYi 1 , \/268,52

L N N XY= 39465 _ 983333336,666666 = 2,194444.
El coeficiente de correlacion lineal es:
. S _ 2,194444 _0.791445.

s,8, 4,988876:0,555777

Este coeficiente indica que la correlacion entre los datos es muy fuerte.

Los coeficientes de regresion, son los siguientes:
Sy 2,194444

Coeficiente de y sobre x: —=-—"——-=0,083169.
. (4988876)
Coeficiente de x sobre y: 2 = %4442 =7,104316.
; (0,555777)
Recta de regresion de y sobre x : Recta de regresion de x sobre y:

y —6,666666 = 0,088169- (x —98,333333) x —98,333333=7,104316-(y — 6,666666)

Por ejemplo, si una maleta tiene un volumen de 120 litros, ;qué peso se
espera que tenga?

El peso esperado se obtiene sustituyendo en la recta de regresion de y sobre x:
y —6,666666 = 0,088169- (120 —98,333333)

y —6,666666 = 0,088169-21,666667
y —6,666666 =1,91032827

y =6,666666+1,91032827

y =8,57699427

Luego, se espera que la maleta pese aproximadamente 8.577 gramos.
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