Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

Tema 4: Trigonometria.

4.1 Teorema de Pitagoras v tridngulos semejantes.

e Latrigonometria es la rama de las matemaéticas que estudia el tridngulo y las
propiedades y aplicaciones de las funciones trigonométricas. La trigonometria
se apoya en dos pilares fundamentales:

° El teorema de Pitagoras.
° La semejanza de triangulos.

Tanto es asi que, absolutamente todo, se podria hacer con estas dos
herramientas; pero entonces, los cdlculos serian mucho mas
laboriosos.

¢ Elteorema de Pitdgoras afirma que, en un tridngulo
rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de
los cuadrados de los catetos.

ci=a’+b’ b

¢ Dos tridngulos son semejantes si tienen la misma forma; es decir, si tienen los
mismos dngulos. Si dos tridngulos son semejantes, entonces sus lados son

proporcionales.
AN
c o
a b ¢
a b _c

4.2 Medida de angulos. El radian.

¢ Los dngulos se miden normalmente en grados sexagesimales. Un dngulo
completo (delimitado por la circunferencia) mide 360°. A su vez, un grado
sexagesimal tiene 60° (minutos) y un minuto tiene 60" (segundos).

¢ Otra unidad para medir dngulos es el radian. El radidn es un dngulo especial
en el que el radio y el arco tienen la misma medida.;Cudnto mide en grados
un radidn?

360° » 27 rad

o

X » 1 rad r

x = 200%rad _ o) 59979510
27 rad

1 rad
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T

La equivalencia entre grados sexagesimales y

radianes se obtiene del 4ngulo completo, que mide

360° y equivale a su vez a 27 rad. Si observamos

una circunferencia que mide 27tr, cada arco r dara

lugar a un radian. Por tanto, en total tendremos 21 () 78 ¢
rad (6,2832 radianes aproximadamente), como

puede observarse en el gréifico de la derecha.

e Ejemplo: expresar en radianes el dngulo
o = 33°25'43” . En primer lugar, expresaremos el
angulo en grados y decimales de grado:

43”=(£j =0,716" y
60

25,716

25'43"=25/716'= [ J =0,42861°. Por tanto, o = 33,42861° (que

también puede hacerse rdpidamente con la calculadora usando la tecla de
grados minutos y segundos @ ).

360° » 21 rad
_ 33,42861°2m rad
360°

=0,58343933 rad .

33,4286 1° > x rad X

4.3 Razones triconométricas. Definiciones y formulas.

e Dado un dngulo agudo o, construimos a partir de €l un tridngulo rectangulo
cualquiera trazando una recta vertical:

|~

Las relaciones entre los lados de este tridngulo rectangulo dan lugar a las
llamadas razones trigonométricas del angulo o, que son:

cateto contiguo

X
Coseno de o: |cosSOL=— ( J Secante de o: |seCcq =

> | =

hipotenusa

Senode a: [senQl =~

Yy | ( cateto opuesto r
‘—p . Cosecante de o : |cosec 0L =—
hipotenusa y

Tangente de o: |t =~

y [ cateto opuesto

].Cotangente de o:[cotgal =

>

cateto contiguo
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e A partir de estas definiciones, es facil comprobar las siguientes férmulas:
sen o

1 1
secoL = , cosec o= , cotgo=—y tgo= .
cos sen ol tgou cos

Ademads, podemos demostrar la férmula fundamental de la trigonometria:

cos’ a+sen’at =1 que no es mas que el teorema de Pitdgoras escrito de otra
2 2 2 2 2
X X"+ r
forma: cos’ oL+ sen’oL = (—j + (Zj == 1) = =

r r 1'2 I'2

Andlogamente, también se demuestran las siguientes férmulas:
2 2 2
X"+ r
sec’ o =1+tg o :>l+tg20c:1+(1j =2 7Y T —secta.

X X2 X2

2 2 2 2
X x>+ r
—] XY T cosecta
y

2

2 2

cosec’a =1+cotg o :>1+cotg2a=1+(
y y

. : 3
Ejemplo: sabiendo que coso = 3’ hallar las restantes razones

trigonométricas. Por el teorema fundamental de la trigonometria,

- ) 9 .. 16 4
—| +sen‘oo=1=sen"at=1——=sen"0l=— = sen 0. = — y las restantes
5 25 25 5

L. senot 4
razones se calculan facilmente: tgo = =—.
cosat 3
5 5 3
secol =— cosecol =— cotgo=—
3 4 4

e Observaciones importantes sobre las razones trigonométricas:

- Las razones trigonométricas principales son seno, coseno y tangente. Las
demads son sus fracciones inversas.

secol =

1
cosecoL= y cotgoL=——-
cos sen o tgal

- Las razones trigonométricas dependen s6lo del dangulo y son invariantes o
independientes respecto del tridngulo rectangulo inicial elegido.

AB
y Por una parte, seno = OB y, por otra parte,

A'B' ..
B / sen o = a Pero ambos valores coinciden

porque los tridngulos son semejantes:
A'B°_ OB A'B' AB

= =>—-= )
0] x ~ AB OB OB' OB

- Tanto el seno como el coseno son nimeros comprendidos entre 0 y 1,
porque los catetos son siempre menores que la hipotenusa. Las otras
razones si pueden ser mayores que 1.

- Las razones trigonométricas son nimeros sin unidades cuyos valores

pueden calcularse en tablas o con la calculadora. Por tanto, pueden
emplearse siempre como datos conocidos a la hora de resolver problemas.
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Ejemplo: calcular la altura de una farola sabiendo que, desde
un punto del suelo situado a 3 m de su base, el angulo de
visualizacién es de 60°. En primer lugar, respondemos a la
pregunta: ;cudl razén trigonométrica que relaciona los datos
conocidos con la incégnita? Y, claro, la respuesta es la h
tangente. La altura de la farola puede calcularse porque la
tangente de 60° es un valor conocido que podemos usar:

60°

tg60°=%:> h=3-tg60°

h=3-1,73205= h =5,196152 m 3m

- Una vez conocida cualquier razén trigonométrica, se puede obtener el
angulo mediante las funciones trigonométricas inversas. Estas funciones
inversas pueden obtenerse con la calculadora tecleando primero Shiff y,
después, la razén correspondiente: seno, coseno o tangente.

° El dngulo cuyo seno vale ‘X’ se expresa asi: o0 =arcsen(X) y sirve para
obtener el dngulo cuando conocemos el seno.
Ejemplo: seno=0,25= o =arcsen(0,25) =14,477512°=14°28'39,04"".

°© El dngulo cuyo coseno vale ‘x’ se expresa asi: L= arccos(X) y sirve para
obtener el 4ngulo cuando conocemos el coseno.
Ejemplo: cosa=0,37 = o =arccos(0,37) = 68,284382°=68°17'03,78"".

° El dngulo cuya tangente vale ‘x’ se expresa asi: ot =arctg(x) y sirve para

obtener el dngulo cuando conocemos la tangente.
Ejemplo: tgoe=4,25= a=arctg(4,25)=76,75948°=76°45'34,13"".

- Hay varios dngulos, precisamente los mds importantes, para los que no es
necesario utilizar la calculadora, ya que sus razones pueden memorizarse
utilizando la siguiente tabla (las raices “superfluas” ayudan a recordar
facilmente el valor del nimero):

0° 30° 45° 60° 90°
Seno ﬁ =0 £ = 1 Q ﬁ ﬂ =1
2 2 2 2 2 2
Coseno ﬂ:] ﬁ Q ﬂzl @:0
2 2 2 2 2 2

4.4 Resolucidn de tridngulos rectangulos.

® Resolver un tridngulo consiste en calcular sus lados, sus dngulos, su perimetro

y su drea. Para resolver un tridngulo rectdngulo utilizaremos las siguientes
herramientas:
- El teorema de Pitdgoras (aunque no es imprescindible). B
- Razones trigonométricas seno, coseno y tangente, para

hallar los lados.
- Las funciones trigonométricas inversas, para obtener los

angulos. c
Esta serd la situacion inicial, en la que cada lado se expresa a
utilizando la misma letra que su d&ngulo opuesto.

5 A
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B
El dngulo C es recto y mide 90°, por lo que los dngulos A y B serdn
complementarios para que la suma total sea 180°.
Ejemplo: resolver el siguiente tridngulo:
4 4 4 ¢ 4
tg60°=—=b-tg60°=4=b= =——=2,3094.
b tg60° 1,732
60°
sen60°=ﬂ:>c~sen60°=4:>c= 4 = 4 =4,6188. A c
c sen60° 0,866 b

Claramente el dangulo B mide 30°. El perimetro es 10,9282 y el drea sera:

drea = % —4,6188.

Ejemplo: resolver el siguiente tridngulo: 5
3 .
tg A :§:1:>A =arctg (1) =45°= B =45° igualmente. ¢ .
3 3 3
sen45°=—=c-sen45°=3=c= = =4,2426 A
c sen45° 0,7071 3 C

El perimetro es 10,2426 y el drea = a-_2b = % =45.

4.5 Ampliacion de las razones para angulos cualquiera. Signos.

¢ Consideremos la circunferncia de centro el origen O =(0,0) y radio 1. Esta

circunferencia se llama goniométrica. Como el radio de la circunferencia o
hipotenusa del tridngulo es 1, las razones trigonométricas coseno y seno son
las coordenadas del punto (X,y), respectivamente.

1

[cosa = x] |sen0c=y|

Es decir, el coseno es la 12
coordenada del punto y el seno es la
2% coordenadad del punto.

y Hasta ahora, habiamos definido las

1 | Tazones trigonométricas solo para

X angulos agudos, Sin embargo, gracias
a esta nueva interpretacion, podemos
definir el seno y el coseno para
cualquier dngulo.

(xy)

sen o

Ademas, se define: tgo= .
cos ol

-1

Teniendo en cuenta estas nuevas definiciones,

los signos de las razones trigonométricas en - + + 4 - +

cada cuadrante son los siguientes: \J
SZANIDANIDY

+
cos o sen o tg o
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Ejemplo: sabiendo que coseca=2 y que o € 2° cuadrante, hallar las
restantes razones trigonométricas. En primer lugar, es facil calcular el seno:

senot=— .Y ahora, por el teorema fundamental de la trigonometria,

1
2
" 1Y ; 1 , 3 3
cos O+|—| =l=>cos"a=1-—=cos" a=—=cosa==x |— .Como el
2 4 4 4
angulo o pertenece al 2° cuadrante, el coseno debe tener signo negativo,

3 .
luego: cosal = =5 Las restantes razones es muy facil calcularlas:

1
_senaot o1 V3 2 243 _5

tgo = =t _—=———=——  secO, = =——— ycotga=
5 Ccos O _ﬁ \/3 3 \/5 3 # :
2

4.6 Relaciones entre las razones de angulos de diferentes cuadrantes.

e Angulos complementarios. Son aquellos que suman 90°.

1
Siuno de ellos es o, el otro sera 90°—qL.
Sus razones son:
_______ X ___p&y) cosa=X seno =y
cos(90°—a) =y sen (90°—a) = x
y 90°—a. y

El coseno de uno de ellos es el seno del

X otro y viceversa; es decir, tienen sus
razones trigonométricas intercambiadas.

cos(90°—a) =sen o

sen (90°—a) = cos .

-1
e Angulos suplementarios. Suman 180°.

Si un dngulo es o, el otro serd 180°—ot . Sus
razones son:
CosSOL = X seno=y

180°—a

cos(180°—a)=—x sen(180°—a)=y y

(=x.y) (x,y)

Es decir, igual seno y cosenos opuestos. X

cos (180°—a) = —cos o

sen (180°—at)=sen o,
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1
e Angulos que se diferencian en 180°.
Siun dngulo es o, el otro serd 180°+0at . Sus
razones son: (xy)
cosOoL=X seno=y
180°+0 Y
cos(180°+a)=—x sen(180°+a)= -y o
-1 " 1
Es decir, senos y cosenos opuestos.
cos (180°+0.) = —cos o
(=x,7y)
sen (180°+a) = —sen .
e Angulos opuestos. -1
1
Siun dngulo es ., el otro serd — o
(—o=360°-). Sus razones son:
(x.y)
cosOL =X senQl =y
y cos(—o)=x  sen(—Q)=-y
a X
-1 1 Es decir, igual coseno y senos
o opuestos.
cos(—0) =coso
(x-y)
sen (—0t) = —sen Ot

-1

¢ En definitiva, observamos que existen dos rectas simétricas respecto al origen

de coordenadas, que determinan cuatro dngulos que tienen las mismas
razones trigonométricas, salvo el signo:

CosOL =X senoL =y 1

cos (180°—ar) = —x sen (180°-a) =y

cos (180°+ar) = —x sen (180°+0) = —y (—x.3) (x.y)
cos(—a) =x sen(—Q) = -y
Ejemplo: obtener sin calculadora las o Y
siguientes razones trigonométricas: -1 1

\/5 X

€08 225°=—cos45°= 7 .

sen150°=sen30°=

(—x,-Y) *-y)

c0s300°= cos 60°=
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4.7 Triangulos cualesquiera. Teoremas del seno y del coseno.

¢ FElteorema del seno afirma que las longitudes de los lados son proporcionales
a los senos de los dngulos opuestos:

¢l h=c-senA
—

E h=a-senC

a

c a
c-senA=a-senC= =

senC senA

El mismo razonamiento puede hacerse trazando otra altura. Asi obtenemos la
expresion general del teorema del seno:

a b C

senA senB senC|

Ejemplo: resolver este tridngulo de la
izquierda:
Claramente, el dngulo B serd de 70° para
que la suma de los tres dngulos sea 180°.
Aplicaremos el teorema del seno:

a

= b (utilizando la letra b que
senA senB

tiene mas datos conocidos). a_ 15 =a= M =15,41875m
sen75° sen70° sen70°
Ahora el lado c: b _ ¢ = b __c = 15-sen35°
senB senC sen70° sen35° sen70°

De donde: ¢=9,1558m . Para calcular el area se necesita el valor de la altura,

que se obtiene con el seno: sen35°= E =h=15,41875-sen35°=8,8438m.

a
15-8,8438

El areaes: S= =66,3287 m’ y el perimero: P=39,5745m ..

Ejemplo: resolver este tridngulo:

Aplicaremos el teorema del seno: b = ¢
a senB senC
16 m
12 16 12-sen50°
= = =sen B
senB sen50° 16
A C

12m

Luego, sen B=0,574533= B =arcsen0,574533 = B =35,066957°
Expresado en grados, minutos y segundos: B =35°04'01,05".
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A =180°— (B +C)=94,933042°=94°55"58,95" .

a 16 16-sen94,9330°
Ahora, el lado a: = =a=
sen94,9330° sen50° sen 50°
De donde, a =20,809150m . Para calcular el area, se necesita el valor de la

altura (no importa que sea exterior al tridngulo):

sen 50°= E = h =20,809150 -sen50°=15,940734 m . El area sera entonces:
a

S= 1215740734 =95,644404 m” y el perimero: P=48,.80915m .

e Elteorema del coseno es una generalizacion del teorema de Pitdgoras.

Se demuestra trazando la altura y

aplicando el teorema de Pitdgoras a los

dos tridngulos rectangulos.

En el tridngulo de la izquierda:

¢’ = (b—x)2 +h?

En el tridngulo de la derecha:
a’=x"+h’

Restando ambas expresiones:
c2—a’=(b-x) -x’

Operando tenemos: ¢ —a’=b*—2-b-x+x* —x*=>c*—a’=b’-2-b-x.

Ahora bien, ‘x’ puede expresarse a partir del coseno del dngulo C asi:

X L. . .
cosC=—=a-cosC=x. Al sustituir en la expresién anterior tenemos una
a

z 2 2 2
nueva férmula: ¢>—a® =b>-2-b-a-cosC =|c" =a"+b"—2-a-b-cosC
Trazando las otras alturas se obtienen las otras expresiones de este teorema:
b*=a’+c?*—2-a-c-cosB y a’=b’+c’—2-b-c-cosAl

El teorema del coseno es imprencisdible en dos situaciones o casos, en los
que el teorema del seno no es valido como herramiento inicial:

- Cuando se conocen los tres lados.

- Cuando se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos.

Ejemplo: resolver este tridngulo:

El teorema del seno no sirve inicialmente, ya que
siempre tendriamos una ecuacién con dos incognitas.
Aplicamos la primera expresion del teorema del

coseno: ¢ =a’+b*—2-a-b-cosC
¢’ =7*49*-2-7-9-¢cos40°
c? =49+81-126-0,766044 A

¢’ =33,4784 = ¢ =5,786052cm

Los dngulos pueden calcularse por el terema del seno que se aplica més facil:
a C 7 5786052  7-sen40°

= = = = =sen
senA senC sen A sen 40° 5,786052

B

=

©
=
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Luego: sen A =0,777648 = A =arcsen0,777648 = A =51,045751°

Que escrito en grados minutos y segundos es A = 51°02°44,70”

B =180°—(A + C)=88,954248°=88°57"15,30". Para calcular el drea
obtenemos previamente el valor de la altura.

sen40°:E =h=7-sen40°=4,499513cm .
a

9-4,499513

El 4rea sera entonces S = =20,247809 cm” y el perimero

P=21,786052m .
Ejemplo: resolver este tridngulo: (tampoco ahora sirve el teorema del seno).
Aplicamos la primera expresion del teorema del coseno (valdria cualquiera):
¢>=a’+b>—2-a-b-cosC

5=6"+8"-2-6-8-cosC B
25=36+64-96-cosC
96-cosC=36+64—-25

1
1
]
1
96-cosC =75 i
]
cosC=E=0,78125 A . C
96 8 m
Luego,

cosC=0,78125= C =arccos 0,78125= C =38,624833°
Que, escrito en grados minutos y segundos, es C =38°3729,4”
Aplicamos ahora el teorema del seno para hallar otro dngulo:

a e 6 5 6-sen 38,624833°

= => = =5

senA senC sen A sen38,624833° 5
Luego, sen A =0,749062 = A =arcsen(0,749062 = A =48,509183°
Que, escrito en grados minutos y segundos, es: A = 48°30'33,06”
B =180°- (A + C) =92.865984°=92°51"57,54" . Para calcular el 4rea
obtenemos previamente el valor de la altura.

=sen A

senC = E = h =6-sen38,624833°=3,74531 m.
a

8-3,74531

El érea serd entonces: S= =14,981238 m” y el perimero P=19m.

4.8 Razones trigonométricas de los angulos suma vy diferencia, angulo
doble, angulo mitad v transformaciones de sumas en productos.

¢ Consideremos dos angulos adyacentes con el objetivo
de hallar las razones trigonométricas del dngulo suma.
Para ello, trazamos una recta perpendicular a la recta
que sirve de separacion entre los dos dngulos.

Una vez trazada la recta anterior,

tenemos un tridngulo cuyo drea

puede obtenerse a partir del seno
8 del dngulo suma:
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c-a-sen(ot+p)

h
sen(0t+B)=—=h=a-sen(a+p). El 4rea serd entonces 5
a

Al girar el tridngulo hasta que la separacion de los dngulos se convierta en
altura, el 4rea total puede entonces calcularse como la suma de las dreas de
los dos tridngulos rectdngulos.

El tridngulo de la izquierda tiene por drea:
y-h' c-seno-a-cosf
2 2 '
De la misma forma, el drea del tridngulo de la derecha
x-h" a-senf-c-cosa
2 2

Igualando el 4rea total a la suma de las dreas de los
dos tridngulos, tenemos:

X o c-a-sen(ot+B) c-sena-a-cosP +a-senB-c-cosoc

b 2 2 2 ‘
Finalmente, eliminando denominadores y

simplificando a y ¢, obtenemos: [sen (ct+B)= sen a-cosP +sen B-cosa.

a €S

e Aplicando la férmula anterior a los dngulos o y — 3, se obtiene el seno de la
diferencia: sen (o+ (—B))=sen ai- cos (—B) +sen (—P)-cos .
sen (0t+(—P))=sen a-cosP + (—senP)-cosow (por las relaciones entre dngulos

opuestos). Luego, finalmente: |sen (o — )= sen a-cos 3 —sen - cos ct|.

e Para hallar la formula del coseno de la suma, utilizaremos las relaciones entre
angulos complementarios:

cos (o +B) = sen (90°—(ct +B)) = sen ((90°—ar) — B) = sen (90°—ax)- cos p — sen B- cos (90°—ar)
or las relaciones entre dngulos complementarios, tendremos:
cos(ot+B)=cos o cosp —sen o-sen B
e Por ultimo, aplicando la férmula anterior a los dngulos ot y —f3,
cos (o + (—B)) = cos - cos (—B) — sen o- sen (—B) = cos - cos p + sen ¢ sen B
Luego: |cos(ot—B)=cos a-cosP +sen ai-sen B
sen(ot+PB) sena-cosP+senP-coso

o tg(a+P)= = , dividiendo por cos o cosf :
cos(w+B) coso-cosP—sena-senP
tgo+t
g@+&=f§§é%
e tglo— :sen(oc—B)=senoc-cosB—senB-cosoc ,dividiendo por cos a:cosf :
cos(o—B) cosarcosP+seno-senf
te(0—B) = tgo—tgP
1+tgo-tgf

El seno del dngulo doble se obtiene de la siguiente forma:
sen 20 = sen (0L + 0t) = sen O cos 0L+ sen oc-cosoc:|sen20c =2-sen oc-cosoc|

Andlogamente el coseno del angulo doble:

cos 20, = cos (0L + 0t) = cos 0 cos 0L+ sen O- sen oL = |COSZOL =cos’ oL — sen2a|
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2-tgo

1-tg’o

Las razones del angulo mitad se obtienen a partir de la semejanza entre la la
férmula fundamental y la férmula del coseno del dngulo doble:

tg2o=tg(o+a)=

. (04 (04
1=cos*ot+sen’a o bien: 1=coszz+sen25

. (04 o
cos2a.=cos’ oo—sen’0. o bien: coso = cos’ E —sen’ E

. (0
Sumando estas expresiones: 1+ coso, = 2cos’ 2

. o 1+cosa
Despejando: |[cos—=,[——|.
2 2

) o o /1 —cos

Si, en lugar de sumar, restamos: 1—coso = 2sen’ E = [sen 5 = T
e o 1—coso
Dividiendo seno entre coseno: tg— =,/ ———
2 1+cosa

Utilizando las férmulas de las razones de los dngulos suma y diferencia,
podemos encontrar formulas de transformacion de sumas en productos:

1) |sen (o.+B) = sen a-cosP +sen B-cos o
2) [sen(ot—P

3) |cos

4) [cos(oe—B)=cosa:cosP+sena-sen

- 1+ 2=sen(a+p)+sen(o—P)=2-senc-cosP, y haciendo el cambio de
a+p=A A+B
variable P } .Sumando: 2a=A+B= o= — y restando

o—B=B
A-B P
2B=A—B:>B=T.C0n lo que la suma 1) + 2) quedaria de la

A+B A-B
-COS
2
- 1 -2 =sen(o+P)—sen(a—P)=2senP-coso y con el mismo cambio,
A+B A-B
-sen
2
- 3+ 4 =cos(a+p)+cos(oc—PB)=2coso-cosP
A+B A-B
-COS
2
- 3 -4 =cos(a+B)—cos(oc—B)=-2sena-senP

A+B A-B
-sen >

forma: [sen A +sen B =2sen

quedard: [sen A —sen B =2cos

Es decir: |cos A +cos B =2cos

Es decir: [cos A —cosB =—-2sen
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e Ejemplos: obtener sin calculadora:

V2

2

- ¢co0s15°=c0s(45°-30°) =cos45°-cos30°+sen45°-sen30° =

J6+42

cosl5°= T =0,965925.

- También: C0515°=cos30 :\/m:
2 2
cosl5°= 2+4\/§ =0,965925 .

- sen75°=sen (45°4+30°) =sen45°-cos 30°+sen 30°-cos45° =

V6 ++2

sen/75°= T =0,965925 . Como cos15°, por ser complementarios.

NE

o _ 1+ —
- También: sen75°=sen 120 = 1—cos150 — 2 :\/m .
2 2 2 4
sen75°= |~ +4‘E —0,965925.

- sen75°-sen15°=2-cos Cii -sen =15 =2-c0s45°-sen30°.

V2 1 42

sen75°—sen15°=2.——=——=0,707106.
2 2 2

+

N‘a‘
ﬂ@

N | =

[\o]
NIH

4.9 Identidades vy ecuaciones trigonométricas.

¢ Una identidad (o férmula trigonométrica) es una expresion que es verdadera
siempre, independientemente del dangulo, como por ejemplo todas las
anteriores. Para demostrar una férmula es conveniente desarrollar y aplicar
las formulas conocidas en ambos miembros, hasta comprobar que coinciden.

. 1+cosx
Ejemplo, demostrar que: 2tgXx =senx +tgx
senx ( 1+cosx sen x
2- =senx+
COSX 2 ? COSX

sen x
2-senx (1+cosx)=2-cosx| senx +
? COS X

2-senXx +2-senX-cosXx =2-cosX-senx +2-sen X, que efectivamente es cierto.
?

. COSX —sen x 1
Ejemplo, demostrar que: - =-—tg2x
COSX +senx Ccos2x

COSX —sen x 1 2-sen x-Cos X

2 2.0 2 2
COSX +senx cos"Xx—sen'x ? COS X—S€n X
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2
(cosx —senx) 1 _ 2-senx-cosx
3 2. 2 2 o 2 2
COS"X—Sen’x cos X—sen"x ? CoS X—sen'x
2
cos® X —2-cos X-sen X + sen’x 1 _ 2-senx-cosx
cos® x —sen’x cos’x —sen’x ? cos’ X —sen’x

cos® X —2-CosX-sen X +sen’x —=—2-sen x-cos X
2

cos’ x +sen’x =1, que es cierto, puesto que es la férmula fundamental.

e Una ecuacion trigonométrica es una igualdad que sélo es cierta para algunos
valores del dngulo o de la variable, que serdn las soluciones. Para resolver una
ecuacidn de este tipo, simplificaremos al médximo la expresion, buscando que
haya un tnico dngulo y, después, una tnica razén. Finalmente, si es
necesario, realizaremos un cambio de variable: y =cosx o y=senx.

Ejemplo, resolver la ecuacion: cos2x =3senx —1.
cos” X —sen’x =3senx —1 => 1 —sen’x —sen’x =3sen x —1 = —2sen’x —3senx +2=0
Haciendo el cambio de variable y =senx , tenemos una ecuacién de 2° grado:

344(-3F —4(-2)2 _

-2y’ -3y+2=0=>y=

2(-2)
_,_3%0+16 34425 _3%5 _[YT7
AR —4 -4 \y=y

Si y=-2=senx=-2 no tiene solucion.
. 1 1 x =30°+k-360°
Si y=—=senx=—
2 x =150°+k-360°

Ejemplo, resolver la ecuacién: 2—4cos” x =2senx.
Dividimos por 2: 1-2cos’x =senx = 1— 2(1 - senzx): senx =
= 1-2+2sen’x =senx = 2sen’x —senx —1=0.

Haciendo el cambio de variable y =senx la ecuacion es:

2
1£4/(=1)? =42 (~1) _

2y’ —y—-1=0=>y=

22
R E R S E N E= B B
YT 4 4 y=-=

2
Si y=1=senx=1= x=90°+k-360°.
. 1 1 x =210°+k-360°
Si y=——=senx=——=
2 x =330°+k-360°

Las soluciones se expresan afladiendo multiplos de 360° ya que las razones

trigonométricas se repiten periddicamente tras una vuelta completa.

- En el primer ejermplo tenemos como soluciones 30°y 210° para k=0, y
390°y 510° para k =1, etc., que son los mismo dngulos.

- En el segundo ejemplo tenemos como soluciones 210° y 330° para k=0,
y 570° y 690° para k =1, etc., que también son los mismos dngulos.
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