Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

Tema 6: Vectores.

6.1 Definicion. Coordenadas.

¢ Algunas magnitudes son escalares y quedan perfectamente determinadas
mediante un nimero; por ejemplo, la longitud. Sin embargo, para determinar
las magnitudes vectoriales, como la fuerza, se
necesita ademas de un ndmero, una direccion, un —
sentido y un punto de aplicacién. Para expresar las N
magnitudes vectoriales se utiliza el vector, que es A
un segmento orientado en el que tenemos un origen

y un extremo: u = AB.

¢ En un vector se pueden distinguir los siguientes elementos:
- Modulo del vector: es la longitud del segmento que lo representa
graficamente e indica la intensidad o el valor numérico de la magnitud.
Para indicar el modulo de un vector, se escribe este entre dos barras

verticales: |u|= ‘AB‘ .

- Direccioén del vector: coincide con la direccion de la recta que lo contiene.
Por tanto, la direccion del vector AB es la misma que la del vector BA
ya que una recta tiene una sola direccion.

- Sentido del vector: es la orientacién que tiene el vector. Una recta tiene
dos sentidos opuestos entre si. El sentido del vector viene indicado por la
punta de la flecha; asi, el sentido del vector AB es opuesto al sentido del
vector BA .

- Punto de aplicacion del vector: es el origen del vector.

¢ Dos vectores se dice que son equipolentes si tienen igual médulo, direccion y
sentido. Sélo varia su punto de aplicacion. Del conjunto de vectores

equipolentes entre si elegiremos un representante, que llamaremos vector
libre y lo representaremos habitualmente en el origen de coordenadas.

— .
//'//"

¢ Dado un punto P, el vector OP se denomina vector de posicién de dicho
punto. Si consideramos un vector libre situado en el origen de coordenadas,
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entonces las coordenadas del vector son las mismas que las de su punto
extremo, del cual es su vector de posicion:

Coordii = Coord OP = Coord P= (a,b)

Es decir: u = (a,b)

Si el vector no estd situado en el
origen, entonces las coordenadas se
identifican con las componentes del
vector, que son las medidas del
desplazamiento horizontal y vertical
que el vector determina:

Para finalizar, también pueden
interpretarse las coordenadas de un vector

I
:
como los coeficientfzs que multiplican alos bj_’ u E
vectores unitarios: i =(1,0) y j=(0,1). Es 1] |
decir, si Ti=a-i+b-j= i =(a,b) 7 E
|y oy

-1 0 1 2 - 3

ai

6.2 Operaciones con vectores.

¢ Suma de vectores: dados dos
vectores libres situados en el
origen de coordenadas, su suma se
obtiene graficamente utilizando la
denominada regla del
paralelogramo, que consiste en
trazar el paralelogramo que
determinan los dos vectores y, la
diagonal o resultante, serd el
vector suma.
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También puede ser util, en algunas ocasiones
(especialmente cuando hay varios vectores),
encadenar cada origen con el extremo anterior.
En este caso, el vector suma es el que tiene el
primer origen y el ultimo extremo. En realidad,
observando los dibujos, comprobamos que se
obtiene el mismo resultado que mediante la
regla del paralelogramo.

Para sumar dos vectores cuando
se conocen sus coordenadas,
U=(X,y)y Vv=_(X,,y,),se
suman las primeras coordenadas
y también las segundas
coordenadas:

ﬁ+v:(X1+X2’Y1+Y2)

Esto es fécil de entender sobre
el grafico, porque vemos que se
suman los desplazamientos
horizontales y los desplazamientos verticales.

Ejemplo: hallar, tanto en coordenadas como graficamente, la suma de los
vectores U= (2,—1) y v=(2,3)

En coordenadas: i+ v = (2+2,—1+3)=(4,2). Y grificamente:

e Multiplicacion de un vector por un nimero: al multiplicar un vector por un
ndmero, se obtiene otro vector cuyo médulo es el médulo del vector inicial
multiplicado por el valor absoluto del nimero. La direccion es la misma que
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la del vector inicial. Ademads, su sentido serd el mismo que el del vector
inicial si el numero es positivo, y opuesto si el niimero es negativo.

Para multiplicar un vector u =(X,,y,) (en coordenadas), por un nimero, se

multiplican ambas coordenadas por el ndmero: |k-u = (k-x,. k-y, )|

Esto es asi, porque al considerar las coordenadas, tendremos dos tridngulos
rectdngulos semejantes y, por tanto, los lados serdn proporcionales. Si
suponemos, por ejemplo, que k es positivo, entonces k serd precisamente la
constante de proporcionalidad entre los dos tridngulos. Y si k es negativo, la
constante de proporcionalidad serd | k| , el valor absoluto de k.

Ku I
IY=k'y1
— |
4 I Y1 [
X4 I |
X=k'X1
X _y _klu] :k:{X:k‘Xl
Xy |ﬁ| y:k'Y1

Ejemplo: Dado el vector u =(2,1), hallar 2-u.
En coordenadas: 2-u=2-(2,1)=(4,2). Y graficamente:

3_
2-0— ——————————
2u '
|
1-0— ————— |
=
u | |
0 | |
-1 0 1 2 3 4 5
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e Diferencia de vectores: dados dos
vectores U y V, el vector u—V es el que
va desde el extremo de Vv al extremo de .
u . Es decir, es el vector que, sumado a
Vv, nos resulta u, porque: v+(u—v)=u.

<i

Lo mads préctico, si los vectores estan
situados en el origen de coordenadas,
es sumar el opuesto: u—v=u+(—V)

/ \
- / \
14 Vy \
Para restar dos vectores cuando se / \ J—_V’

conocen sus coordenadas: u=(x,,y,) y /

V=(X,,Y,),serestan las primeras

coordenadas y también las segundas

coordenadas: [u—V =(X, = X,,y, —¥,)|

Esta formula resulta de aplicar las
propiedades para la suma y para la
multiplicacién por un nimero:

U—v=u+(-V)=(x.,y) +(—X,,~y,) =

=(X; —X5,¥;—Y>)
Ejemplo: dados u =(2,-1) y v=(1,2),
hallar u—v.

En coordenadas:
u-v=2-1-1-2)=(1,-3).

A partir de la diferencia de vectores obtenemos una férmula para hallar las
coordenadas de un vector que no estd situado en el origen de coordenadas:

B

Coord u= Coord B— Coord A

-
u
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Sean A =(x,,y,) y B=(x,,y,) los
puntos origen y extremo del vector. Hay
entonces tres vectores relacionados:

OA+AB=0B= AB=0B-0A =
= U=AB=(Xx,,¥,)—(X,¥,) =

= Uu=(X,—X;,¥,—Y))

e Las operaciones con vectores tienen las siguientes propiedades:

Conmutativa: u+v=v+u.

Asociativa: (U+V)+w=u+(V+Ww).

Elemento neutro: +0=14.

Elemento opuesto: u+(—u)= 0.

Doble distributividad: k-(u+v)=k-u+k-v ; (k+n)-u=k-u+n-u.
Elemento unidad: 1-u=u.

6.3 Base de un espacio vectorial.

e Ladefinicién mds general de base, se basa en los siguientes conceptos:

Si w=a-u+b-v, se dice entonces que el vector w estd expresado como
combinacion lineal de los vectores u y v.

Un conjunto de vectores son linealmente independientes si ninguno de
ellos puede expresarse como combinacion lineal de los otros. En el plano,
que dos vectores sean independientes significa que no son proporcionales.

Un conjunto de vectores se dice que son generadores si cualquier vector
puede expresarse como combinacion lineal de ellos. En el plano, dos
vectores no proporcionales U y v generan con sus combinaciones lineales

todo el plano y cualquier vector w podra expresarse como combinacion
lineal de ellos w=a-u+b-Vv.

Un conjunto de vectores constituyen una base si son a la vez: linealmente
independientes y generadores. En este caso, cualquier otro vector podra
expresarse como combinacidn lineal de ellos de forma dnica. Los
coeficientes de dicha combinacion lineal reciben el nombre de
coordenadas del vector en esa base. En el plano, dos vectores no
proporcionales son automdticamente una base. w =a-u+b-v quiere decir

W
que las coordenadas de W en la base {i,V} son: W =(a,b).
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En el plano, la base mds habitual es la base candnica, que
esta formada por los vectores unitarios: i=(1,0) y

i=a-i+b j=tu=(a,b)

-1

-1

Siempre que no se indique lo contrario, se supondrd que se esta utilizando
esta base candnica.

Ejemplo: dados los vectores u = (3,1) y v=(1,2), hallar las coordenadas del
vector W = (7,4) en la base {t, v} y comprobar el resutado graficamente.
En primer lugar, observamos que efectivamente: u =(3,1) y v=(1,2) son una

3=k [3=Kk
base, porque no son proporcionales: (3,1) =k(1,2) = { = {1

_ —=k
1=2k >
Buscamos ahora coeficientes x e y de forma que w =x-u+y-V, es decir:
T=3x+y

7=3x+y +
(7.4H=xGD+y12)= (2*por —3)  —12=-3x-06y

4=x+2y

-5= -5y

= y =1.Como y =1, por ejemplo sustituyendo en la 1* ecuacidén, tendremos
T=3x+1=26=3x=>x=2

Luego: w=2-u+1-v,esdecir: w=(2,1) en la base {ﬁ,\7}.

4
-
-
- /
o /
3- e /
- /
>
o /
// —>
24 w
—
14V -
2Uu
o
u
0
T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 T
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6.4 Producto escalar.

e Definicién e interpretacion geométrica: dados
dos vectores: u y v, se define el producto
escalar de ellos como el siguiente nimero: —

UeV=|u||V]|cosal Es decir, médulo del
primero, por médulo del segundo, por el
coseno del angulo comprendido entre ellos. -

—

u

Una de las aplicaciones mds importantes del producto escalar consiste en
determinar si dos vectores son perpendiculares: En este caso, el dngulo sera

de 90° y el producto escalar resultard cero. Es decir: [i Lvei.v=0|

Por otra parte, al trazar una recta perpendicular a u
trazada desde el extremo de v, tendremos un

segmento contenido en u, que se llama: proyeccién
de v sobre u: x =Proy; (V). .
. . . v

Esta proyeccién estd relacionada con el producto
escalar de la siguiente forma:

X e ey X X
Comocoso=—=UeV=|U||V|—=|U]x a

v V] —~

Uev=|ul|Proy,(V)|

Es decir, el producto escalar de dos vectores es igual al médulo del primero
por la proyeccién del segundo sobre el primero.

¢ El producto escalar de vectores tiene las siguientes propiedades:

- Positiva: ueu >
- Homogénea: (k-
- Conmutativa: U e
- Distributiva: G (

e Aplicando las propiedades anteriores, se obtiene una expresion muy util del
producto escalar en coordenadas:

Dados: u=(X,,y,) Yy V=(X,,y,),UsV= (Xl-f+yl-3)-(x2-f+y2-3)

Uev= (xl' Xz)'(i * i)+(x1- Y2)'(i y j)+(}’1' Xz)'(j y i)+(}’1' %)'G'j):
=X, Xy | 1|1 ]-cos0%4x,  y, | 1] j]-cos90%+y - x| j|-| i | cos90°+y, y,o| j[-] j|-cos0°=
=X, Xy L1+ Xy, 110+ y,- X, 110+ y,- y, Ll = X X, +y,0 Y, .

ﬁ°‘7=X|'Xz+Y|'yZ

Es decir, se multiplican las primeras coordenadas entre si y las segundas
coordenadas entre si, y posteriormente se suman los resultados.
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Moédulos y angulos. Esta es la principal utilidad del producto escalar. Las
féormulas se obtienen igualando sus expresiones geométrica y analitica, y
despejando posteriormente, para obtener asi la férmula en coordenadas.

- o allal Oo:—-z
Sea u=(x,,y,), U-u:{lu”u'COS ||

)
Xp Xy, y, =X 1ty
= [2, 2
|u|: X; Yy,

|U]|V|cosa

XX, +yr Y,

Igualando ambas expresiones | U [’=x; +y; =

Dados u =(x,,y,) y V=(X,,Y,) :>u-\7={

Igualando ambas expresiones:

— — . —+ .
|G|V ]|cosa=x,x, +y,'y2:>cosa:M
[af]7]
. , v
Luego: cosou = X X Ty Y o= arccos——L 22 Y Yo

Joryihary: Sy +y;

Ejemplo: Resolver el tridngulo de vértices A =(1,2),B=(3,3) y C=(5,1).

B
3..
(o
a

1 A

b
15 s
0 1 2 3 4 5

En primer lugar, hallaremos todos los vectores y sus opuestos:

AB=(3-13-2)=(2]) vy
AC=(5-11-2)=(4-1) y
BC=(5-31-3)=(2,-2) y

BA =(1-32-3)=(=2,-1).
CA=(1-52-1)=(=41).
CB=(3-53-1)=(-2.2).

Los lados del tridngulo son los médulos de los vectores anteriores:

=22 +1> =J4+1=4/5.
b=|AC| =[(4-1)| =4 +(=1)* =/16+1 =17 .
a:’B_C”=|(2,—2)|:w/22+(—2 > _Jar4=438.

c=[aB[=|2n
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A continuacion, calculamos los dngulos del tridngulo utilizando los vectores
que tienen origen en cada vértice:

A = ingulo{AB, AC) = arccos A2 AC _ arecos @D GiD _
AB|

24 +1-(-1) B—1

= arccos ———— =
22 412447 + (=1)? N4+14/16+1

= arccosL . Luego: A =40,6013°=40°36'4,66" .

V517

= arccos

§ = ingulo(BA, BC)= arccos BA"BC _ arecos C2TD22)
BA[{BC ( ~2)|
= arccos (22+CED-(2) = arccos$ _
\/(—2)2 +(—1)2-\/22 +(=2)* NA+1+/4+4
= arccos———. Luego: B =108,4349°=108°26'581".
R
é = éngulo(a,@): arccos CA .S'% = arcco Sw
CA//CB (4,
(—4)-(=2)+12 8+2

= arccos =

arccos—————— =
\/(_4)2 +12.\/(_2)2 4102 V16 +1+/4+4

= arccos

Luego: C =30,9638°=130°57"49,52" .

10
V178
Comprobacion: A +B+C =40,6013°+108,4349°+30,9638°= 180°

Finalmente, hallamos el 4rea por trigonometria, obteniendo previamente la

altura: sen A = h — h =c-sen A =+/5-5en40°36'4,66” = 1,4552 .
c
bh 1714552 _, .
5 )

El area serd entonces: S =

6.5 Vectores ortogonales, unitarios y ortonormales.

e Dos vectores uy v, decimos que son ortogonales cuando son
perpendiculares, o lo que es lo mismo, cuando su producto escalar es nulo.

Es decir, U y Vson ortogonales < |u L v & uev=0|

Dado un vector no nulo, siempre es posible obtener dos vectores ortogonales
a €l con un médulo prefijado.
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Ejemplo: hallar dos vectores de médulo 5 y perpendiculares al vector
u=(3,-4).

Sea v =(x,y) el vector buscado, plantearemos un sistema de ecuaciones:

oL 3 2
v=0 3x—4y=0 ="
uev } ! }:> =30l x2+[%xj =5=

= [2,.2_
X 4y =3 x> +y* =5

:>x2+%x2 =25=16x>+9x* =400 = 25x* =400 = x> :16:>x=<

Si x=-4 :yz%(—4):—3

Si x=4 = y=%4:3

Luego, tenemos dos soluciones: v, =(—4,-3) y v, =(4,3).

Si nos fijamos en los
41 resultados de este
P ejemplo, podemos
| aprender una técnica para
2 : obtener vectores
~ : perpc?ndiculgres, que
1 V2 | consiste en intercambiar
: las coordenadas y cambiar
el signo de una de ellas:
5 4 -3 -2 -1 1 2 K} 4 5 -
I I - v, =(-4,-3)
' 1 ' u=G-4)=(.
i ! V,=(43)
I — 1
: Vi -2 u ! Esto es asi, porque el
I I producto escalar entonces
—————————— -3 : serd cero:
! (a,b)e(=b,a)=—ab+ab=0
_4 ________

Un vector es unitario cuando su mddulo es 1. Dado un vector u no nulo, el

vector U’ = ﬁ es siempre un vector unitario, de igual direccion y sentido.
u

-

laf [u]

Dos vectores son ortonormales, cuando son simultdneamente ortogonales y

Podemos comprobar ficilmente que tiene médulo 1: || =

unitarios. Por ejemplo, los vectores de la base candnica: i=(10) y 3 =(0,1).

A partir de dos vectores ortogonales, se obtienen facilmente dos vectores
ortonormales dividiendo cada uno por su médulo. Ademas, dado un vector
unitario, siempre puede encontrarse un vector ortonormal a él.
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Ejemplo: Dado el vector unitario u = [— %,%) , hallar un vector ortonormal.

Comprobemos, en primer lugar, que el vector u es unitario:

Sea v=(x,y) el vector buscado, plantearemos un sistema de ecuaciones:

. - 3 4 3 2
uev=0 ——x+=y=0 y=—X / 5 13

Sle1 }:> 5 5 = 4 =alX +(ij =l=
|V|— ,X2+y2=1 ’X2+y2=1

4
. 9 2 2 2 , 16 _g
=>X +—x"=1=16x"+9x" =16= 25x" =16 = x =g:>x: ne
5
; 4 3-4 3
Si x=—= = y=——=——
5 45 5
. 4 34 3 '
Si X=— = y=——==
5 45 5
. = 4 3 g 43
Por tanto, tenemos dos soluciones: v, =|—-—,—=|y Vv, = —,= |.
55 55
1
_______ _078_
:
! 06(========-=-=-~-
! Iy .
|
| 0.4 24 !
i :
| 0.2 I
|
! |
! |
-1 —d.8 -06 -04 -02 02 04 06 08 1
1
| -0.2
LoV
| -0.4
I
I
——————————— -0.6
-0.8
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