Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

Tema 5:Numeros complejos.

5.1 Introduccién.

¢ Los numeros complejos surgen de la necesidad de encontrar soluciones a
algunas ecuaciones en las que aparece en su resolucion la raiz cuadrada de

algin niimero negativo. Por ejemplo la ecuaciéonx® +1= 0, no tiene ninguna

solucion real, pero si se definiese |1 =v—1] entonces la ecuacion anterior

tendria ahora por soluciones x = £4/—1 = *i dentro de los nimeros complejos.

¢ Un n° complejo es una expresion de la forma: a+b -1 siendo a y b nimeros
reales e i =+/—1 es la unidad imaginaria. El nimero a se llama parte real y el
numero b es la parte imaginaria. Claramente el conjunto de nimeros

complejos C engloba al conjunto de niimeros reales IR y ahora en este nuevo
conjunto, cualquier ecuacién de 2° grado tendria dos soluciones, por ejemplo:

61+/-100 6+10-1
T >X=—=

X’ —6x+34=0>=>x= 3+5-1

¢ Un numero complejo z=a+bi se representa a partir del punto P(a,b) mediante
el vector OP llamado afijo. El eje horizontal es el eje real, y el eje vertical es
el eje imaginario.
Cualquier nimero complejo puede expresarse en
forma bindémica z=a+bi o bien en forma cartesiana b P=(ab)
z=0P =(a,b). Ejemplos:

4+6i

i+

-5-31

e Las potencias de la unidad imaginaria se repiten de 4 en 4, de forma que para
saber una determinada potencia, basta con dividir el exponente por 4 y ver el
resto de la division.

n 4 in :i4c+r:i4c.ir :(i4)c'ir =1i" =i’

r C

e
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i’ =1 it=1 i*=1 |
11:1:«/3 15:1:«/3 i9=1=\/j 113:1:Jj
iZ=-1 i =-1 i =—-1 |

5.2 Operaciones en forma bindémica.

Suma: (a+b1)+(c+di)=(@a+c)+(b+d)1

Ejemplo: 2431+ (—4+1)=-2+4
Resta:(a+b1)—(c+di)=(a—c)+(b—-d)i1

Ejemplo: 2431 —(—4+1) =6+2i

Producto: (a+b-1)-(c+d'1) = (ac—bd) + (bc +ad)1

Ejemplo: (2+3i}(-4+i)=-8+2i—12i +3i’ =-8-3+(2-12)i = -11-10i
Cociente: para dividir dos nimeros complejos se multiplican numerador y
denominador por el conjugado del denominador (el conjugado consiste en

cambiar el signo intermedio, o sea, el conjugado de atbiesaFbi).
a+bi (a+bi)c—di) _ac+bd bc—ad.

ctdi (crdi)o—di) < +d° +d

Ejemplo: 2t 31_

—4+1
(2+3i)f-4-i) -8-2i-12i-3i" -8+3+(-2-12)i -5 14,
Cari)ca—i) (4P -1 16+1 IETARYE
Potencia:

(a+bi)’ =a’+2abi+(bi)’ =a’+2abi+b%i>=(a’ —b2)+(2ab)i
Ejemplo: (1+3i)° =1+ 6i+3i> =1+6i —9 = -8 +6i
Raiz cuadrada:
2,2 _
\/a+bi:x+yi:>a+bi:(x+yi)2:x2—y2+2xyi:>{X 2y Z
Xy =

y ahora se resuelve el sistema.

Ejemplo: v—-5+12i

2 2
—vl=-5
N=5+121 =x+yi> —5+12i = (x +yi)’ =x* —y? +2xyi = oy
2xy =12
y=2ox —3—?:—5:>X4—36:—5X2 =x*+5x* =36 =0
X X

y ahora haciendo el cambio de variable z = x”con lo que la ecuacién pasa a
ser de 2° grado, se resuelve z y luego se halla x = +z . 22 +52-36=0

_ —544[57 —41(-36) -5+425+144 -5+4169 -5+13 _< z=4

21 2 2 2 z=-9

< Si z=4 x=+/4=42
Si

. Luego las soluciones son * (2 +3i)
z=-9 x=14/-9=13i
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5.3 Expresion polar de un niimero complejo.

g€ Itnaginario

Un namero complejo z=a+bi queda perfectamente determinado si conocemos
ay b que seran las coordenadas de su vector afijo. También quedaria
determinado el nimero complejo si conocemos el modulo r de su vector afijo
y el angulo que forma con el eje positivo de abscisas. Es decir:

P—(ab) z=a+bi=r1,
b r Siendo r = |z| el médulo del nimero complejo.
o Y « el argumento del nimero complejo.
a gje real

( r:|z|:\/az+b2

Paso de: bindmica = polar < o= arctgR debera ser un angulo del
a

cuadrante donde esta el punto P(a,b).

\

Sabemos que z=r,
Paso de: polar = bindémica { a=rcosa ; b = rsena

Luego: z =r-cosd + rsenovi

|
Ejemplo: expresar en forma polar el nimero z=3+4i.
r=lg=v3+4> =425 =5,0= arctg% =53°07"4837" = z = 550074557

Ejemplo: expresar en forma bindmica el nimeroz =2, .

V3

a =2~cos30°=2~7=J§;b :2-sen30°:2%:l:> z=3+i

5.4 Operaciones en forma polar. Potencias vy raices.

Producto en forma polar:

I, Ty = r(cos o +i-seno}r’(cos P +isenp) =

= r1’[(cos otcos B — senasenP )+ i(senctcos B+ senP cos ar)] =
= rr'lcos(at + B)+isen(o + B)] = (r~r')a+ﬁ

Es decir, para multiplicar dos nimeros complejos, se multiplican los médulos

7 7’
y se suman los argumentos: [T, Ty = (rr )(x+[3
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¢ Cociente en forma polar:
r, r{coso+isena) r(cosa+isena)(cosP —isenB)

Ty  (cosP+isenp)  r’(cosp+isenp)cosp —isenp)
B r(cos o.cos3 —i-cosorsenf +i-senoicosP —i’ ~senocsen[3)
- r'{cos®> p—i%sen’B)

_ rf(cos ccos B+ senasenB) +i-(senc cos B — cos asenp)]

'l

| =

= —[(cosorcos P + senaisenP) + i(senaicos p —senP cos )] =

’

_ ,[cos(OC—B)‘Fi'Wn(OC_B)]:(%ja_ﬁ

Es decir, para dividir dos nimeros complejos, se dividen los modulos y se

|~ =

—

r, r
restan los argumentos: |- =| —
a—p

¢ Potencia en forma polar:
Por la formula del producto, tenemos: (r, )" =r,1,c - 1, =r"w

Es decir, para elevar un nimero complejo, se eleva el moédulo y se multiplica

el argumento: (Ta )" =1"

Utilizando la formula anterior para un nimero complejo de modulo 1, se
demuestra una igualdad trigonométrica conocida como foérmula de Moivre:
(1,)" =1"w = (cosa+isena)" = cos(nar)+isen(not)

e Raices en forma polar:
Supongamos que queremos calcular la raiz n-ésima de un nimero complejo
,n/RB , y supongamos que una de las soluciones es r,. Como g/RB =r1,, por

definicion de raiz n-ésima, debera verificarse:

n n r" =R I‘:'I{/E
(r,)' =Ry =>r'w =Ry = = B
no =3 Oﬂzg

Es decir, para obtener la raiz n-ésima de un nimero complejo, se hace la raiz

del modulo y se divide el argumento: %/RB =3} R% :

Al hallar una raiz n-ésima vamos a encontrar exactamente n soluciones que se
obtienen al sumar al angulo multiplos de 360° y después dividir por n. Es
 B+k360°
- :
- Enuna raiz cuadrada hay dos soluciones que se diferencian en 180°.
- Enuna raiz cubica hay tres soluciones que se diferencian en 120°,
- Enuna raiz cuarta hay cuatro soluciones que se diferencian en 90°.
- Enuna raiz quinta hay cinco soluciones que se diferencian en 72°.
e Las operaciones en forma polar son especialmente utiles para hallar potencias
y raices que serian mas dificiles de obtener en forma binémica.

decir, hay varios angulos que se calculan asi: |
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Ejemplo: ya vimos al operar en forma binémica que el cuadrado era facil de
conseguir, (1+3i)° =1+6i +3i* =1+6i —9 = —8+ 61, pero si consideramos

otra potencia mayor los calculos se complicarian.
Si z=1+31.

r=|z| =17 +3? =10, o = arctg3 = 71°33'54,18” = z = V10705354 15

2 = (V10 0sysrs | = 10 450074557+ = 10(c0s143°07°48,37” +i-sen143°0748,37") =
=10(-0,8+i0,6) = -8+ 6i

Veamos ahora otra potencia del mismo numero: (1+3i)°

28 = (V10 ssysire | = 1000 490,755, = 1000(c0s 69°23°25,11” +i5en69°23°25,11”) =

=1000(0,352+1:0,936) = 352+ 936i , que seria complicado de otra forma.
Ejemplo: ya vimos al operar en forma binémica que la raiz cuadrada del

numeroz = —5+12i , resultaba+/— 5 +12i = £(2+3i) .
St z=-5+12i.

r=|q= JE3)+122 =13 ,arctg(—%j =112°37'11,51" = 2 =13, o3, 5¢

J13 11293711517 E
7= 13 _ = N see1g35767
z= 112°3711,51 — =

«/ 112°37°11,51"+360° / N
13 + 13 536018735, 767

| 13(cos 56°18'35,76” +isen56°1835,76")  [+/13(0,5547 +0,832i)
V13(cos236°18'35,76” +isen236°18'35,76”)

B 2 +3i
S -2-3i

Ejemplo: calcular ¥/—5+12i

J13(=0,5547 - 0,832i)

V13 12371151 .

4 V13 2800917,88°

4/173 112°37'11,51+360° i/—
oy _ 1 V13 11800917,88°

z =B 1esyse = 413 1123711, 5174720° - Q/E
— 208°09'17,88
{13 123715170800 V13 29800117 85

4
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