MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

Martin Serrano Fuentes

Tema 8: Conicas.

8.1 Introduccién
Se llama superficie conica de revolucidn a la superficie engendrada por una

linea recta llamada generatriz que gira alrededor de un eje manteniendo un

\ Generatriz

\N;'

Se llama conica a la curva obtenida al cortar la superficie conica anterior con
un plano, y al variar la inclinacion del plano cambia el tipo de cénica:

punto fijo sobre dicho eje.

Parabola

Elipse o circunferencia Hipérbola

8.2 Circunferencia.

Se llama circunferencia al lugar geométrico de los puntos
del plano que equidistan de un punto fijo llamado centro.
El radio de la circunferencia es la distancia de un punto
cualquiera de dicha circunferencia al centro.

d(P,C)=r = /(x—aP+(y—b2=r

Ecuacion de la circunferencia.

(x—ap+(y—bp=r’

P (x,y)
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Desarrollando tendremos: x2+ y2—2ax —2by+a’ +b* —1r* =0 o bien:
D=-2a
x2+y2+Dx+Ey+F=0 Siendo:{ E=-2b
F=a’+b" -1’

e Posiciones que pueden adoptar en el plano una recta y una circunferencia:

secante

Secante. Si tiene dos puntos comunes con la

circunferencia.
Tangente. Si tiene un punto comun con la
tangente circunferencia.
Exterior. Si no tiene ningtin punto comun con la
circunferencia.

exterior BN todo caso para obtener la interseccidn entre recta y
circunferencia, se resuelve el sistema que determinan.

e Posiciones que pueden adoptar en el plano dos circunferencias:

Secantes
Secantes. Si tienen dos puntos comunes.
Tangentes. Si tienen un punto comun.
No cortarse. Si no tienen puntos comunes.
Tangentes

Para detectar cada caso, basta resolver el
sistema de segundo grado que determinan las
ecuaciones de ambas circunferencias.

Mo se cortan
B

e Potencia de un punto respecto de
una circunferencia:
La potencia es el producto de los B’
segmentos que determina una
recta secante que pasa por P.

Pot, (P) = PAPB = PA’PB =..= (PM = cte
Si consideramos ahora una recta que pase por el centro, tendremos:

I -

———— e
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Pot.(P)=(d—r1)-d+r1)=d*-r’=(x—a)2+(y—b)2—r’
Es decir: La potencia se obtiene sustituyendo las coordenadas del punto P en
la ecuacidn de la circunferencia (sin igualar a cero).
El signo de la potencia sera:
- Positivo si el punto es exterior a la circunferencia.
- Cero si el punto pertenece a la circunferencia.
- Negativo si el punto es interior a la circunferencia.
¢ FEje radical de dos circunferencias:
Es el lugar geométrico de los puntos del plano que tienen igual potencia
respecto de las dos circunferencias. Su ecuacion es
(D-D)x+(E-E)y+(F-F)=0.
e (Centro radical de tres circunferencias:

Es el punto del plano que tiene igual potencia
respecto de las tres circunferencias.

Si existe, se obtiene como interseccion de los ejes
radicales de cada dos circunferencias.

8.3 Elipse.

e Laelipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de
distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante.

Bl
¢ Los principales elementos de la elipse son los siguientes:
- Focos: puntos fijos F' = (-¢,0) y F=(c,0)
- Vértices: puntos de interseccion de la elipse con los ejes:
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A’=(-a,0), A(a,0), B =(0,-b) y B=(0,b)
- Eje focal o primario: recta que pasa por los focos.
- Eje secundario: mediatriz del segmento FF.

- Centro: punto medio del segmento FF: (0,0).

- Radio vectores de P: los segmentos PF y PF.

- Distancia focal: FF= 2c. Semidistancia focal: OF = ¢
- Eje mayor: A’A =2a. Semieje mayor: OA =a.
- Eje menor: BB =2b. Semieje menor: OB =b.

. c ; ) )
- Excentricidad: e =— , es el nimero que mide el “achatamiento” de la
a

elipse, como c<a, serd e<1. Cuanto menor sea e, mds alargada es la elipse.

Importante: la constante de la que habla la definicidn vale 2a, obteniéndose al
considerar que el punto A pertenece a la elipse. Ademads al considerar que el

punto B también pertenece a la elipse, se obtiene la relacién a* =b* +c”.

c

e Desarrollo de la ecuacion de la elipse:

Sea P(x,y) un punto de la elipse. Por la definicién se cumple:
PF+PF =2a = \/(x—c)2 +y’ +\/(x+c)2 +y’ =2a

JE—c)Y +y> =2a—4/(x+c) +y°
(w/(x—c)2 +y2)z = (23.—#(X+C)2 +y2)Z

x> =2cx+c*+y° =4a +x7 +2cx + > +y* —daq/(x +¢) +y?

—4ex =4a’ —4da\(x+c)f +y* ;5 ay(x+cf+y’ =a’+cx
2
(a\/(x+c)2+y2j = (a2+cx)2 5

a’x>+2a’cx+a’c’ +a’y’ =a’ +2a’cx +c’x’

a?x? —¢?x2 +a%y? = at —a%c? : (az _Cz)xz +aly? = az(az _Cz)
b2x2 a'2 2 a'2b2 XZ 2
b2X2+aZy2:a2b2 ’ o T 2y2 =22 ) _2+y_2:1
a’b” a’b” a’b a~ b
. : . XXy
En resumen, la ecuacién reducida de la elipse es |— + Pl =1
a

Si el centro de la elipse es el punto C = (xo, yo) la ecuacidn de la elipse sera:

(X_Xo)2 n (y_YO)2 —1
a’ b2
Que desarrollando los cuadrados y eliminando denominadores queda:
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b’x* = 2b’x x +b’x{ +a’y’ —2a’y,y +a’y; =a’b’
b*x* +a’y’ — 2b2X0X —2a’y,y +b’x; + azyg —a’®’ =0
Ax*+By*+Cx+Dy+F=0 dénde podemos comprobar que es una

ecuacion igual a la de la circunferencia, salvo que los primeros coeficientes
no tienen porqué coincidir.
Si los focos se encuentran sobre el eje de ordenadas la forma de la elipse sera

“vertical” y sus ecuaciones reducida y general seran:
2 2 2 2
X_+y__1 (X—XO) +(y_YO) _1 . d . b
b2 2% b2 P = siendo siempre a>b.

8.4 Hipérbola

e Lahipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de
distancias, en valor absoluto, a dos puntos fijos llamados focos es constante.

® Los principales elementos de la hipérbola son los siguientes:
- Focos: puntos fijos F'=(-c,0)y F=(c,0)
- Vértices: puntos A’ =(—2a,0), A(a,0), B"=(0,-b) y B=(0,b). Los dos
ultimos son los vértices llamados imaginarios.
- Eje focal o eje real: recta que pasa por los focos.

- Eje secundario o imaginario: mediatriz del segmento FF.
- Centro: punto medio del segmento F'F: (0,0).

- Radio vectores de P: los segmentos PF y PF.

- Distancia focal: FF=2c. Semidistancia focal: OF = ¢
- Ejereal: A’A =2a. Semieje real: OA =a.
- Eje imaginario: B’B =2b. Semieje imaginario: OB =b.

. . C L,
- Excentricidad: e = — , como c>a, sera e>1.
a

- Rectangulo fundamental: Rectdngulo de vértices C, C' etc.

. .y . . b
- Asintotas de la hipérbola. Tienen por ecuacién y = +—x
a
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Importante: la constante de la que habla la definicién vale 2a, obteniéndose al
considerar que el punto A pertenece a la hipérbola. Ademas el nimero b es

por definicién el que verifica que ¢* = a”+b>.

N

a

Desarrollo de la ecuacion de la hipérbola:

Sea P(x,y) un punto de la hipérbola. Por la definicién se cumple:
PF-PF =22 = \/(x—c)2 +y? —\/(x+c)2 +y> =2a

Jx=c)?+y? =2a+(x +¢)’ +y°

W0 +y7] =lasfocror +y?f

x*—2cx+c’+y’ =4a2+xz+2cx+cz+y2+4aw/(x+c)2+y2
—4cx :4a2+4a\/(x+c —a\/(x+c)2+y2 =a’+cx

( (x +c) +y? (a2+cx
a’x” +2a’cx+a’c* +a’y’ =a* +2a’cx +¢’x’
22> —c’x>+a’y’ =a‘—a%®  ; (@’ —K’+a%y’=a(@’—=¢?)
b2X2 a2 2 a2b2
—bx2 +ay? = —a’b? ; 2 4 2}’2 =22
a’b” a’b a’b
X2 y2 X2 y2
—gtr=-1 =l
a~ b a~ b
x* y?
En resumen, la ecuacion reducida de la hipérbola es |— — P =1
a

Si el centro de la hipérbola es el punto C= (xo,yo) su ecuacion sera:

(X _X0)2 _ (y_yo)2 —1
a’ b’

Que desarrollando los cuadrados y eliminando denominadores queda:

b’x* = 2b’x x +b’x{ —a’y’ +2a’y,y —a’y; =a’b’

b’x* —a’y® —2b’x x +2a’y,y +b’x; —a’y; —a’b* =0
Ax*>+ By’ +Cx +Dy+F =0 . Podemos observar ahora que los primeros

coeficientes tienen diferente signo.

Si los focos se encuentran sobre el eje de ordenadas las ecuaciones reducida y
general serdn:

2 2

y X —1 (y_YO)z_(X_Xo)z_

2 12 2
a b a b?

—

siendo siempre a el semieje real.
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Un caso particular de hipérbola sucede al considerar como focos los puntos

F = (— a,—a) y F= (a,a) , entonces se obtiene la hipérbola equilétera,
2
., . a
cuya ecuacion reducida es xy = >

Por ejemplo si los focos son los puntos F = (— V2,2 ) y F= (\/5 A2 ) la

ecuacion resultante es la hipérbola equilédtera de ecuacién y = —.
X

8.5 Parabola.

e Laparabola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de
un punto fijo llamado foco y de una recta fija llamada directriz.

¢ Los principales elementos de la pardbola son los siguientes:
- Pardmetro: distancia del foco a la directriz, se designa por la letra p.

- Foco: punto fijo F= [g,Oj

- Directriz: es la recta fija d. Su ecuacién es d = x = P

- Eje: recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco.

- Vértice: punto de interseccién de la pardbola con su eje. (0,0).

- Radio vector de P: el segmento PF.

e Desarrollo de la ecuacién de la parabola:
Sea P(x,y) un punto de la pardbola. Por la definicién se cumple que:
d(P,d)= d(P,F). Es decir:

X+ E ) 2 2
42 (x —Rj +y” elevando al cuadrado: [x + Bj = [X —Bj +y’
NI+ 0 2 2 2

2 2
x* +px + % =x’—px+ % +y®>  que simplificando queda: 2px =y’

o < 2 _
En resumen la ecuacién de la parabola es |y~ = 2px
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Si el vértice de la pardbola es el punto C:(xo,yo) su ecuacién serd:

(y_ }’0)2 = 2P(X _Xo)

En general, ademds de la posicion estudiada con la pardbola a la derecha de la
directriz, también pueden darse las siguientes posiciones:

- Pardbola a la izquierda de la directriz
Su ecuacion es:

(y - YO)2 = —2p(x - Xo)

- Pardbola por encima de la directriz
Su ecuacién es:

(X _Xo)2 = 2p(y_YO)

- Pardbola por debajo de la directriz
Su ecuacioén es:

(X - X0)2 = —2p(y - YO)
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