Martin Serrano Fuentes

Tema 9: Areas v voliumenes.

9.1 Areas de figuras planas.

MATEMATICAS 2°ESO LE.S. EL BROCENSE

e Las figuras planas se dividen en poligonos y figuras curvilineas.

- Un poligono es una figura plana cerrada limitada por lineas rectas
(segmentos). Los poligonos se clasifican en poligonos regulares, que
tienen todos sus lados iguales, y poligonos irregulares.

- Una figura plana curvilinea estd limitada por segmentos y también por

alguna linea curva.
Seguiremos el siguiente esquema:

Poligonos

Figuras Planas

Figuras curvilineas

9.2 Poligonos regulares.

Regulares

Tridngulo equilétero
Cuadrado
Pentdgono regular
Hexagono regular
Etc

Tridngulo
Paralelogramo

Irregulares 4 Cuadrilatero < Trapecio

Cuadrilatero irregular
Etc

Circulo

Corona circular
Sector circular
Trapecio circular

Segmento circular

El tridngulo equilatero es el primer poligono regular con tres lados iguales.

La altura puede obtenerse utilizando el teorema de Pitdgoras:

2

2
L2:h2+[%j =35 :h2+L7:>4L2 =4h*+L* 3L =4h’ =

V3

L
2
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Ejemplo: hallar el drea del tridngulo equilatero de lado 4 cm.

4 cm 4 cm

4 cm

42 =h24+22>16=h?+4=>12=h>=>h =412

Area = base x altura _ 412 — 6.928 cm®.
2 2
Utilizando directamente la férmula: Area = ng = # =6,928 cm”.

¢ El cuadrado tiene cuatro lados iguales y cuatro dngulos iguales de 90°.

L

El 4rea del cuadrado es: |Area = (lado)z =1
Ejemplo: el drea del cuadrado de lado 4 cm vale 16 cm’.
e El pentdgono regular tiene cinco lados iguales.

| L
a, 4
|
1
L
¢ erimetro x apotema .a
El drea del pentdgono es: |Area = P > P = p2
— Areazsbasexaltura:5L.a:5L.a:p.a
— 2 2 2 2

Cuando no se conoce la apotema, se puede utilizar la siguiente férmula:

V25 +104/5 |

4

Area =

Ejemplo: halla el drea del pentdgono regular de lado 4 cm y
apotema 2,753 cm.
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pea_20-2753 _»753cm?.

Area =

Si no hubiésemos conocido el valor de la apotema, entonces habria que

utilizar la férmula: Area = ZS%MLZ =1,7205.16 = 27,53 cm>.

¢ [El hexdgono regular tiene seis lados iguales.

L
p erimetro x apotema ea
El area del hexdgono es: Area = P > p = p2
S - | Area:6basexaltura:6L.a:6L.a:p.a

Si no se conoce la apotema, se calcula utilizando el teorema de Pitdgoras:

2 3
LZ:a2+[%j :>L2:a2+LI:>4L2=4a2+L2:>

|
|
|
312 =da? = 12 =g’ > a= EL2:>a:£L. L \L
4 4 2 h
|
V3 |
erimetro X apotema 5 3.3 l
Area =2 p = 2 _ L. L
2 2 2 E

Ejemplo: hallar el drea del hexdgono regular de lado 4 cm.
Como no conocemos la apotema, hay que calcularla en primer
lugar: 4> =a’+2> > 16=a’+4=>12=a’> >a=+12.
p-a_24 2\/5 = 41,569 cm”.

33

Directamente, seria: Area = TL2 =2.,598.16 = 41,569 cm>.

Area =

9.3 Poligonos irregulares.

® Son todos los demds poligonos en los que hay alguin lado diferente:
- Tridngulos isOsceles o escalenos.
- Paralelogramos: rectingulo, rombo y romboide.
- Trapecio.
- Trapezoide.
- Poligonos irregulares de mas de cuatro lados.
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e Tridngulos isésceles o escalenos.

' ¢ basexaltura b-.h

| Are — h :_

|

4.3

b

Ejemplo: Si la base es 4 cm y la altura 3 cm, Area = =6cm’.

e Paralelogramos. Son cuadrilateros con lados paralelos dos a dos. Pueden ser:
Cuadrado (ya estudiado en los poligonos regulares).
Rectangulo. Cuatro lados, paralelos dos a dos, y los dngulos de 90°.

h Area = base x altura =b«h

b

Ejemplo: Si la base mide 4 cm y la altura 3 cm, Area=4.3=12cm”’.

- Rombo. Cuatro lados iguales paralelos dos a dos, pero los dngulos no son
iguales.

Area

_ Diagonal x diagonal Ded| _ ¢ - m—
2 2 —

Ejemplo: Si las diagonales miden 8 cm y 6 cm, Area = 8;6 =24cm’.
- Romboide. Lados paralelos dos a dos.
| —
:h Area = base x altura =b.h b —

o

b

Ejemplo: Si la base es 4 cm y la altura 3 cm, Area=4.3=12cm”.
e Trapecio. Es un cuadrilatero con dos lados paralelos.

b

(Base + base) x altura B (B+b)-h
2 2

Area =

—

.
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Ejemplo: Si las bases miden 8 cm y 6 cm, y la altura 3 cm, entonces:

(8+6).3

Area = =21cm?.

e Trapezoide. Es un cuadrildtero genérico sin lados paralelos.
No hay una férmula general para hallar el area

de estos cuadrildteros. La mejor opcidn consiste
en dividir el drea en dos tridngulos.

9.4 Figuras curvilineas.

e Las figuras curvilineas o circulares mds importantes son:
- Circulo.
- Corona circular.
- Sector circular.
- Trapecio circular.
- Segmento circular.

e (Circulo.

La longitud de la circunferencia es: |Longitud = 27 «r

, . X 2
El 4rea del circulo es: |[Area =1

Ejemplo: Si el radio es 4 cm:
Longitud= 21«4 =2513 cm. Area = .16 =50,27 cm?.

e (Corona circular.

/)

Area =m+R? —Tor?

Area =7 (R? —1?)

Ejemplo: Si los radios son 4 cm y 2 cm respectivamente, entonces:
Area =7 (16 —4)=37,7 cm?.
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e Sector circular.
Angulo y drea son magnitudes directamente
proporcionales, a mayor dngulo, mayor drea.

360° > Tor’

q 2 o
. Tcel QL
Area =———

o’ > Area =

Ejemplo: Para un radio de 4 cm y un dngulo de 60°:

Area = M =838 cm?.
360°
e Trapecio circular.
R_,
l- .r"’-'.'ll I| 1 'l' ]I \ IIl
) |=< |—<d) )
2 o 2 o
q Area:n-R <0° Ter .0
360° 360°
2 2 o
. Area:ﬂ-(R —TI )-0(.
. 360°

Ejemplo: Si los radios miden 4 cm y 2 cm y el dngulo es de 60°:
Area = = (16— 4)- 60 =6,28 cm”.
360°

¢ Segmento circular.

e = b - b
2 o
r aN T Area:n.r 0 _b-h
360° 2

b

Ejemplo: Si el radio mide 4 cm, el dngulo 60°, la base 3 cm y la altura 2 cm:

Area = m-16.60° 3.2 =538 cm?.
360° 2

9.5 Volumen de cuerpos geométricos.

e Los cuerpos geométricos en el espacio se dividen en dos grupos: poliedros y
cuerpos de revolucidn.
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Un poliedro es un cuerpo geométrico limitado por poligonos. Los
poliedros regulares estdn formados por poligonos regulares iguales y en
cada vértice confluyen el mismo ndmero de caras. Los poliedros
irregulares mds importantes son los prismas y las pirdmides.

Un cuerpo de revolucion o cuerpo redondo tiene, al menos, una cara
curva. Se genera al girar una linea llamada generatriz alrededor de un eje.

Seguiremos el siguiente esquema:

Tetraedro
Cubo
Regulares { Octaedro

Dodecaedro

I d
Poliedros cosaedro

Cuerpos geométricos Prisma

Irregulares < Pirdmide

Tronco de pirdmide

Esfera
Cilindro

Cuerpos de revolucion
Cono

Tronco de cono

9.6 Poliedros regulares.

e Los poliedros regulares o sélidos platonicos son:

Tetraedro, formado por cuatro tridngulo equilateros.
Cubo o hexaedro, formado por seis cuadrados.
Octaedro, formado por ocho tridngulos equildteros.
Dodecaedro, formado por doce pentdgonos regulares.
Icosaedro, formado por veinte tridngulos equilateros.

e Tetraedro.

1.3 N
Volumen = 2rea base x altura __ 4
3 3
Volumen = QLZ +h= Qﬁ
12 2
L \EL

. L.h :
| Area = 4base x altura lateral _4 L_y 2
| 2 2 2
|
:hL Area =317
|
L
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Ejemplo: hallar el drea y el volumen del tetraedro regular de lado 4 cm.

Area =+/3.16=27,71 cm?. Volumen = \/51'264 =754 cm’.
e Cubo.
E L
7/ // L
Volumen=I Area =6 L>

Ejemplo: hallar el drea y el volumen del cubo de lado 4 cm.
Area = 6.16 =96 cm?”. Volumen = 64 cm®.

e  (ctaedro.

drea base x altura 5 L>.h

3 3
V2

Volumen = gL2 ch=—-1}
3 3

Volumen = 2

. 1 1 1
Area =8 base x altura latera —4L.h, =
L 2
L Area =243 12

Ejemplo: hallar el drea y el volumen del octaedro regular de lado 4 cm.
Area =24/3 +16 = 55,43 cm®. Volumen = gm =30,17 cm®.

e Dodecaedro.

Volumen = 5(15 + 7\/5) L’
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Area =3y25+104/5 . 1.2

Ejemplo: hallar el drea y el volumen del dodecaedro regular de lado 4 cm.
Area =3y25+10+/5 +16 = 330,33 cm?.

Volumen = %(15 +735). 64 = 490,44 cm”.

e Jcosaedro

7
! VAVAVAVAVAV

VVVVNY

Area =543 .12

Volumen = % (3 +4/5 ) L

Ejemplo: hallar el 4rea y el volumen del icosaedro regular de lado 4 cm.
Area = 5+/3 +16 = 138,56 cm®.

Volumen = %(3 + \/g) 64 =139,63 cm”.
9.7 Prismas.

e Un prisma es un poliedro delimitado por dos bases paralelas que son dos
poligonos iguales y las caras laterales son paralelogramos que unen las bases.
- El prisma es regular o irregular segtn lo sea o no el poligono de las bases.
- Si las caras laterales son rectdngulos el prisma es recto y si son romboides
entonces el prisma es oblicuo.
- Ademds, segin el nimero de lados del poligono de las bases, el prisma es
triangular, cuadrangular, pentagonal, hexagonal, etc ...
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¢ Ejemplo: prisma cuadrangular regular.

i h N
L L
Volumen = drea base x altura Area =2 Area base + Area lateral
Volumen =L>.h Area=2.1"+4.L.h

Ejemplo: hallar el drea y el volumen del prisma cuadrangular regular de lado
de la base 2 cm y altura 7 cm.

Area=2.4+4.2.7=64 cm>. Volumen=4.7 =28 cm°.

¢ Ejemplo: prisma hexagonal regular.

a

o |4 4

p-a .h Area = 2 Area base + Area lateral
2

Volumen = drea base x altura =

AreazZp—;+6-L-h

343

Volumen = T L>.h

Area =34/3.12+6.L-h

Ejemplo: hallar el drea y el volumen del prisma hexagonal regular de lado de
la base 2 cm y altura 7 cm.
33

Area =334 +6.2.7=104,78 cm?. Volumen :74.7 =72.75cm’.
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9.8 Piramides.

¢ Una pirdmide es un poliedro delimitado por una base que es un poligono y las
caras laterales son tridngulos que parten de la base y confluyen en un vértice.
- La piramide es regular o irregular segin lo sea o no el poligono de la base.
- La pirdmide también puede ser recta u oblicua segtn el vértice o cispide.
- Ademis, segin el nimero de lados del poligono de la base, la pirdmide es
triangular, cuadrangular, pentagonal, hexagonal, etc ...

¢ Ejemplo: pirdmide cuadrangular regular.

area base x altura

3

Volumen =

L’.h

Volumen =

Area = Area base + Area lateral
L.h,

Area=12+4

ihL Area=L2+2L-hL

L

Ejemplo: hallar el drea y el volumen de la pirdmide cuadrangular regular de
lado de la base 2 cm y altura 7 cm.

Utilizando el teorema de Pitdgoras, tenemos la relacion entre la altura y la

L 2
altura lateral: h; =h* + (5) :

h?=7"+1>=h?=49+1=h? =50=h, =+/50.
Area =4+2.2.4/50 = 32,28 cm>. Volumen=4—;7=9,33 cm®.
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¢ Ejemplo: pirdmide hexagonal regular.

L

7L
p-a .h Area = Area base + Area lateral
drea base x altura ) L.h
= L

Volumen = 3 =3 Area=P"% 16
2 2
Volumen = Y212 .h Area:¥ﬁ+3L-hL

Ejemplo: hallar el area y el volumen de la pirdmide hexagonal regular de lado
de la base 2 cm y altura 7 cm.
Utilizando el teorema de Pitdgoras, hallamos en primer lugar la apotema:

2 2

+a”.

|

LY |
L2:a2+[5j 2=+’ 4=a’+1=a=43. C\L

|

Ademas, la relacion entre la altura y la altura lateral es: hf =h :

|

h2=7>+3 =h>=49+3=>h2=52=h, =52.

N |

Area =¥4+3.2.\/5_2 = 53,66 cm®. Volumen= §4-7 =24.25 cm®.

9.9 Tronco de piramide.

e Esel poliedro que resulta al cortar una pirdmide por un plano paralelo a la
base y separar la parte de arriba que contiene al vértice o cispide de la
pirdmide. Ejemplo: tronco de pirdmide pentagonal regular.

A

]

i

|

i area base 1 x altura 1 drea base 2 x altura 2
i Volumen = -

: 3 3
]

'h SL,.a SL,.a

: 1 # . hl TZ . h2

| Volumen = -

: 3 3

i

i

|

i

I

Y
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Area = Area BASE + Area lateral + Area base

¢ SL, -a,

L +L
Area = 1 2,

+5 $ L2

hL

Ejemplo: hallar el area y el volumen del tronco pirdmide pentagonal regular
de base mayor 4 cm, apotema de la base mayor 2,753 c¢cm, base menor 2 cm,
apotema de la base menor 1,376 cm , altura 8 cm y altura lateral 8,118 cm.

Area = 20-2.153 +54-;2 -8,118+M =156,18 cm?
Por semejanza de tridngulos:
h, a, h, +h
oy =2=>h,+8=2h, >h, =8cm.
h, a, h,
Ademds h, =h, +h=8+8=16 cm. Luego:
20.2,753 .16 10.1,376 .3
Volumen = 2 3 — 2 =128,48 cm”.

9.10 Cuerpos redondos.

e Esfera.

Area = 47 .12

3

Volumen = %n ol

Ejemplo: hallar el drea y el volumen de la esfera de radio 4 cm.

Area = 4m+16 = 201,06 cm?. Volumen= gn .64 = 268,08 cm®.
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e (Cilindro.

2mr

—_— -

Volumen = érea base x altura Area =2 Area Base + Area lateral

Area =2m.r? +2mer+h

Volumen = .1’ +h

Ejemplo: hallar el area y el volumen del cilindro de radio 2 cm y altura 7cm.
Area=2m.4+2m.14=1 13,1 cm®. Volumen=mt+4.7 =87,96 cm”’.
e Cono.

area base x altura
3

Volumen =

Area = Area Base + Area lateral
2

Tr-e«h
Volumen =

Area =mr? +rg

Ejemplo: hallar el 4rea y el volumen del cono de radio 2 cm y altura 7cm.
Utilizando el teorema de Pitdgoras, hallamos en primer lugar la generatriz:

g’ =r>+h> = g”> =4+49 = g =+/53 . Luego:
- 040
Area =me4+T+2+4/53 =58,31 cm?. Volumen= T 3 7 =2932 cm’.
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e Tronco de cono.

area base 1 x altura 1 B area base 2 x altura 2
3 3

nr<h,  wr) .h,

Volumen =

Volumen =

3 3

Area = Area BASE + Area lateral + Area base

A 2 2
Area =mer” + 7 (1, +1,)g + o,

Ejemplo: hallar el drea y el volumen del tronco de cono de radio de la base
mayor 4 cm, radio de la base menor 2 cm y altura 8 cm.

Utilizando el teorema de Pitdgoras, hallamos en primer lugar la generatriz:
g2 =(r,—-1,) +h> = g> =4+ 64 = g = /68 . Luego:

Area =T+16+T+6+/68 + 1+ 4 = 218,27 cm®.

Por semejanza de tridngulos:

h, r, h,+h
—=—=

=2=>h,+8=2h, =>h, =8cm.
h, 2

Ademds h, =h, +h=8+8=16 cm. Luego:
n.16.16 mw.4.8

3

Volumen =

=23457cm”.
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