Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

Tema 2: Derivadas.

2.1 Concepto de derivada. Interpretacion grafica.

Definicién: la derivada de una funcién f(x) en un nimero real ‘a’, es el
fla+h)-f@)
h !

siguiente limite: f’(a) =lim
h—0

Cada cociente que interviene

‘ en la definicion indica la
T pendiente de la recta secante
fa) \ s’ que une los puntos del

fa+h)-fla)  plano (a,f(a)) y
(a+h,f(a+h)), porque se
divide el desplazamiento
vertical f(a+h)—f(a) entre el

f(a)

ath desplazamiento horizontal
a+h—-a=h.

Cuando h tiende a 0, ambos puntos tienden a
ser el mismo y las sucesivas rectas secantes se
convertirdn en la recta ‘t’ tangente a la grafica
en el punto.

Conclusion: la derivada de una funcién en un
punto es la pendiente de la recta tangente a
la grafica en dicho punto.

Ejemplo: consideremos la funcién f(x)=x>,y el punto a=1. Hallar la
derivada en este punto, la ecuacion de la recta tangente y representar
graficamente la pardbola y la recta tangente.

La derivada de la funcién f(x) en a=1 es:

— 2 _ 2 2 3
£y = lim L= AO _p (h) =8 1e2heh? o1
h=0 h h—0 h h—0 h
2
_ i 2hth =limh(2+h):1im2+h:2.Luego =3
h—0 h h—0 h h—0

La definicion de derivada nos proporciona el valor de la pendiente de la recta
tangente a la pardbola (en este caso es 2). Es decir, la recta tangente a la

gréfica de la funcién f(x) = x”en el punto a =1, o punto del plano (1,1), es 2.

La ecuacién de una recta en forma punto-pendiente es: |Y — Y, = m-(x - Xo) \

o bien, utilizando funciones: |y —f(a) = f'(a)-(x —a)|, que en nuestro caso, se

obtiene como recta tangente: y —f(1) =f'(D-(x —1) = y-1> =2:(x -1)=

S>y-1=2x-2=[y=2x-1]
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A continuacion, en la grafica podemos observar que todo concuerda: vemos
que la recta es, en efecto, tangente en el punto (1,1) y, ademds, tiene como
pendiente el valor de la derivada que es 2.

-2 -1 0

2.2 Derivadas laterales. Derivabilidad.

Derivadas laterales: como la derivada es un limite, tiene sentido definir las
derivadas laterales a partir de los limites laterales:

- Laderivada por la izquierda de una funcién f(x) en un nimero real ‘a’ es
f(a+h)-f(a)

-

el siguiente limite: f'(a)” = lim
h—0~

- Andlogamente, la derivada por la derecha de una funcién f(x) en un
f(a+h)-f(a)

nimero real ‘a’ es el siguiente limite: f'(a)” = lim
h—0*

Una funcién serd derivable en un punto si tiene derivada en dicho punto. Para
que esto ocurra es necesario que existan las derivadas laterales y que ambos
valores coincidan. En la practica, que una funcién sea derivable significa que
su grafica no presenta cambios bruscos ni puntos angulosos.

—-x’+2xsix<1
presenta en a =1 un punto anguloso,

Por ejemplo: f(x)=
Jemp (x) {x2—4x+4six>1

y las derivadas laterales no coinciden: f'(1)” =0 pero f'(1)" =-2.
Por tanto, la funcién no es derivable en a =1.

e —-——— -
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Derivabilidad y continuidad. Si una funcién es derivable en un punto,
entonces también es continua en dicho punto. Al revés no, por ejemplo la
funcidn anterior es continua en el 1, pero no es derivable en dicho punto.

2.3 Funcion derivada.

A partir de la definicién de derivada de una funcién en un punto (que es un
nimero) puede definirse una nueva funcién, que llamaremos funcién
derivada, que consiste en asignar a cada ntimero el valor de la derivada de la
funcién en ese nimero.

iR >R

£/(x) =lim
h—0

X

»
>

f(x +h)—f(x)
h

Con esta nueva funcién conseguimos calcular la derivada en todos los puntos
a la vez. Ejemplo: si tuviésemos que hallar la derivada de la funcién

f(x) = x” en varios puntos f’(1),f’(2),f’(3),f’(=1),f’(-2),f’(=3) . Podriamos
calcular seis limites distintos, pero seria un procedimiento largo. Es més
sencillo hallar primero la funcién derivada y luego sustituir por cada uno de
los seis ndmeros:

La funcién derivada de la funcién f(x) es:

— 2 o2 2 )
h—0 h h—0 h h—0 h
2
_ i 2 h? imh(2X+h):lim2X+h=2X.Luego =2l
h—0 h h—0 h h—0

Ahora serd: £'(1) =2,£(2) = 4,f'(3) = 6,f (1) = =2,f'(=2) = —4,f"(=3) = —6.

2.4 Reglas de derivacion y tabla de derivadas.

A partir de la definicién de funcién derivada, y aplicando las propiedades de
los limites, se demuestran las siguientes reglas de derivacion:

(f+g)=f'+g'
(f-g) = fg+f-g’

(k-f) = k-f'

(EJ' _frg-f-g'

g g’
REGLA DE LA CADENA
[s(t0)] = g' G}t (x)

) '-]

T
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e A partir de la definicién de funcién derivada se demuestran las formulas de
las derivadas elementales y de ellas se deducen las derivadas de las funciones
compuestas, aplicando la regla de la cadena (por eso aparece siempre f').

DERIVADAS ELEMENTALES DERIVADAS COMPUESTAS

f(x) f'(x) y y'
k 0
X 1
Xn ne Xn—l fn n.fn—l .fv
a* a“Ilna al a'“Ina -f'
e e’ e e f
1 1
- . f'
Vx 2Jx t 2.f
1 1 ,
% n/on-1 % n/en-1 f
nvx nVf
1 1
log, x —log e log, f —log.e -f
1 1
In x = In f o
X f
sen x CoS X sen f cosf -f'
cos X —Ssen X cos f —senf -f'
1 1
t tg f -f'
SX cos’x g cos’f
-1 -1
t tg f -f'
. sen’x cotg sen’f
senx senf
sec X 2 sec f -—f
oS X cosf
—COSX —cosf _,
cosec x 3 cosec f s f
sen“x senf
1 ] 1 ¢
arc sen x arc sen :
1-x* J1-f?
-1 -1 .
arc cos X > arc cos f > -f
1-x 1-f
arct 1 arctgf 1 '
X
8 1+x° 8 1+1°
1 ] 1 .
arc sec x — arc sec ’
xvx* -1 £V -1
-1 -1 ,
arc cosec x > arc cosecf > -f
xVx -1 fvf -1
-1 -1 '
arc cotg x i arc cotg f T+
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2.5 Derivacion.

En la practica, para calcular la derivada de una funcién compuesta podemos

utilizar dos métodos: utilizar la férmula o aplicar la regla de la cadena.
5

Ejemplo: y = (2x —3)

- Mediante la férmula: Hay que aplicar la férmula de la derivada de una
funcién potencial. Si y=f" =y =nf""-f". En nuestro caso, la funcién
es f(x)=2x—-3.Comoy =(2x -3)’ = y =5(2x-3)*2

- Aplicando la regla de la cadena:

g(x)=x’ g'(x)=5x"
f(x)=2x-3 f'(x)=2

Claramente, y = (gof )(x) y su derivada, por la regla de la cadena, sera:

y =(gof )’(x) =g/ (f(x))f'(x) =5(f(x))*-2=5(2x -3)*2

Tenemos dos funciones: { y sus derivadas son: {

Veamos otro ejemplo: y = L(x2 - 2x)
- Por la férmula: Hay que aplicar la férmula de la derivada de la funcién

’

logaritmica. Si y =Lf = y"=—. En nuestro caso, la funcion es
f(x)=x>-2x.Comoy =L(x2 —2x):> y = 22x—2
X" —2x
- Aplicando la regla de la cadena:
1
x)=Lx (X)) = —
Tenemos dos funciones: { gx) 5 y sus derivadas: g(x)= X
f(x)=x"-2x f/(x)=2x—-2
Claramente, y = (g of)(x) y su derivada, por la regla de la cadena, seré:
, ¢ , , 1 2x =2
=(gof) X)=gf(X)M'(x)=——2x-2)=
y'=(gof) 0 =g (FCOM (%) f(x)( )=

Derivacion implicita. En algunas ocasiones la funcion no viene expresada en
su forma explicita habitual, es decir, no estd despejada la variable y. En estos
casos se deriva en ambos miembros y luego se despeja la derivada y’.

- Ejemplo: larecta r =3x —2y+5=0. Derivando en ambos miembros:

3-2y'=0=y'= % También podia haberse hecho despejando primero

y derivando después: y = 3X2+ > =y = %
- Ejemplo: la circunferencia C = x> +y” =1. Derivando en ambos
’ ’ - 2 sz ,
miembros: 2x +2yy =0=y = XX X También podia

2y y 1-x?
hacerse despejando primero y derivando después:

y=+vl-x" =y =- 2x

X
2\/1—)(2 - \/l—x2
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e Derivacion logaritmica. Este método se aplica especificamente al tipo de
funcién potencial-exponencial; es decir, funcién elevada a otra funcion. Para
estas funciones no podemos aplicar ninguna de las férmulas habituales de
derivacion, porque no encaja en ninguno de los tipos estudiados. El método
de derivacion logaritmica consiste en tomar logaritmos neperianos en ambos
miembros y después derivar.

Ejemplo: y=x" => Ly =1Lx" =
. ’ 1 2
= Ly = xLx = Derivamos = Y o llx+x—= y =y(Lx +1)=x*(Lx +1)
y X
Otro ejemplo: y = (senx)* = Ly = L(senx)* = Ly = xLsenx =

= Y = I-Lsenx + x- i =Y = y-(Lsenx +w] = (senx)x-(Lsenx + mj

Yy senx senx senx
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