Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

Tema 5: Integral indefinida.

5.1 Funcién Primitiva.

Una funcién F(x) es una primitiva de la funcién f(x) cuando se cumple que:
F'(x) =f(x). Por ejemplo: F(x)=x’ es una primitiva de f(x)=2x. Otra
primitiva podria ser F(x)=x>+5 y, en general, F(x)=x"+C, donde C es
una constante. Por tanto, una funcién f(x) tiene infinitas funciones primitivas
y, al conjunto de todas ellas se le llama integral indefinida, que se representa

asf: If(x)dx.Es decir: _[f(X)dX=F(X)+C con F(x)=f(x)|.

Ejemplos: J3x2dx =x’+C, Icos xdx =senx +C, Jldx =Lx +C, etc.
X

5.2 Propiedades de la integral indefinida.

La integral de la suma es la suma de las integrales:

[f(x)+g(x)]dx = jf(x)dx +jg(x)dx

Demostracion:

Por definicién: jf(x)dx =F(x)+C= (jf(x) dx) — (F(x)+C) = F(x) =f(x).
Vamos a ver que al derivar el segundo miembro debe resultar: f(x)+ g(x) .
(jf(x)dx +jg(x)dx) = (jf(x)dx) +(jg(x)dx) =F(x)+G(x) =f(x)+g(x).

Ejemplo:IZX +cosx dx =.[2de +Icosx dx =x*>+senx +C.

Las constantes o nimeros que multiplican una funcién pueden sacarse fuera
de la integral.

[t olax =k [£(x) dx

Demostracion: si derivamos el segundo miembro debe obtenerse: k-f(x).
En efecto: (k-jf(x)dx) = k-(jf(x)dx) = kF(x) = kf(x).

1 1
Ejemplo: [ 5—dx = 5[ —dx = 5Lx +C.

X X

4-sendx

Ejemplo: jsen4x dx = j dx = %J.4~sen4x dx :i (—cos4x)+C.

-Pag. 46-



Martin Serrano Fuentes

5.3 Integrales inmediatas.

MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

Teniendo en cuenta la tabla de derivadas inmediatas (asi como la tabla de
derivadas compuestas), se obtienen de forma natural las siguientes formulas,
llamadas integrales inmediatas (a la izquierda).

Ademads, al aplicar la regla de la cadena, se obtienen las férmulas
correspondientes a funciones compuestas (a la derecha), en las que aparece
siempre la derivada de la funcién dentro de la integral.

n+l
n X
_[x dx=
n+1

Ildx:Lnx +C
X

J.l log, (e)-dx =log, x +C
X

J.ax-Lna-dx =a"+C
Iexdx =e"+C

sz =Jx +C

Inwdx

Isenx-dx =—cosx+C

=3/x +C

Icos x-dx =senx +C

I —dx =tgx+C
cos” X

I _1 dx =cotgx +C
sen"x

senx

I s—dx =secx+C
Ccos” X
—COSX

J- > dx =cosecx +C

sen X

dx =arcsenx +C

'[ 1
V1-x*
I\/l_%dx =arccosx +C
—X
1
J.1+x2

dx =arctgx +C

+C para n#-1
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[t (x)dx = fx)™
n+l1

f'(x)
jf( )dx—Ln[f(x)]+C
J‘f( X)
f(x)
J.af(")f (x)-Lnadx =a'™ +C

+C

log, (e)-dx =log,[f (x)]+C

Ie“”f’(x)-dx =e'™+C

f'(x) B
Iz T )dx_,/f(x)+c
f'(x)
dx =yf(x)+C
In lf(x)n 1 X (X)

Isen[f(x)]f (x)dx = —cos[f(x)]+ C
[ cosff ()} “(x ydx =senlf (x)]+C

J.cosz[’f(x)]dx melitolee
it (G NP

e o M L
senlf (Ol b4 o
oo oo =seclrcol v
Zeoslf Ol g =
[ o =eosecfr]
,[ (%) dx =arcsen[f (x)]+C
Ji-t0?

,[ —f'(x) dx =arccos|f (x)]+C
Ji—fxr

J‘ f'(x) dx =arctg[f (x)]+C

1+f(x)
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5.4 Integrales por descomposicion.

Este método de integracion consiste en aplicar las propiedades de linealidad
de la integral junto con las integrales inmediatas anteriores.

Solo puede aplicarse en casos en los que no aparecen productos ni cocientes y
las integrales son sencillas. Ejemplos:

- I(x3—2x2 +x—1)dx=J'x3dx—2j.x2dx+J.xdx—J‘ldx=

4 3 2
=2 22 X _x+cC
4 3 2
= j( 2J’+3&—-+ jdx——zj *dx+3jx2dx 3[ dx +2[xdx =
ﬁ %
3 2
——2T+3%—3Lx+2—2+c_——\/ +24%% - 3Lx——+C
30 2
—2x>—=5x+6
| S S P
x—1 ’ -2 =5 46
En primer lugar, hacemos la division, (por 1 -2 il
ejemplo, mediante la regla de Ruffini) ’ ~2 =7 ~]

Después, expresamos el numerador como:

dividendo = divisor - cociente + resto.

De esta forma, podemos descomponer la fraccién en suma de polinomio
(el cociente) y una fraccién més sencilla (el resto entre el divisor):

~2x =5x+6 _ (x -1)(-2x-7)-1 _ (x-1)(=2x-7) 1

=-2x+7-
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
—2x*=5x+6
I[Tde:I(—Zx—ﬂdx—jx_ldx=

:—2J‘xdx—7fldx—f 1dx:—2x72—7x—L‘x—l|+C .
X —

(se escribe valor absoluto para que el logaritmo tenga sentido).

5.5 Integrales por sustitucion o cambio de variable.

El método de sustitucion consiste en aplicar un cambo de variable cuado se
han podido reconocer una funcién y su derivada dentro de la integral.

Antes de explicar este método, veamos la relacion que hay entre las derivadas
y las diferenciales: son distintas formas de expresar la misma idea.

dz(x) —f(x) = df (x) = f"(x)dx = [df =fdx]
X

Supongamos que queremos calcular una integral Jf (x)dx complicada, pero

que puede expresarse como una composicion de funciones en la que aparece
la derivada de una de ellas: f(x) = g(h(x))h'(x) .
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Hacemos el cambio de variable: t =h(x) , dt=h'(x)dx, y la integral inicial
puede expresarse entonces de esta forma:

Jidx = [ehGoIGdx = [gvdt

Se supone que, para que el cambio funcione, la dltima integral es mas sencilla
que la integral inicial.

Ejemplo: Jsen3 x-cos xdx , hacemos el cambio de variable: “t = senx ”’;

t sen*x

dt = cos xdx . J.sen3x-cosxdx:J.t3dt=X+C= +C.

® En otras ocasiones, puede interesar hacer el cambio de variable inverso:
x =g(t)= dx =dg(t)=g'(t)-dt

[foodx=[f(gmyg v

Ejemplo: I

! dx
xvx—1
Hacemos el cambio de variable: x—l—t2 =x =1+t = Idx =2tdt .

1 1 1
——dx = —2 tdt = =

=2arctg(t)+C = 2arctg\/x -1+C.

Ejemplo: dx . Cambio de variable: x = t°=dx = 6t°dt (t=4/x).

I;
T Ax+x

1 1 6t’
Imdx:JW+ N 6t°dt = jt e d_jlth
t3 2

=6[jt2—t+1dt— Ldt}=6 ——t—+t—Lnyl+t\ +C = (deshaciendo el
I+t 3 2

dt =

cambio) :6-(\/;7 —g+§/§—Ln(l+§/;)J+C.

e Para aplicar de forma prictica este método de integracion, consideramos los
siguientes casos mds habituales:

- 1°Tipo potencial: hay que hacer el cambio de variable “t =base”.

Ejemplo: J I dx . Cambio de variable: t = cos x = dt = —senxdx .

2

Ccos” X
senx senx _ - -1

[——dx == —It2dt——+C— +C.
CcoS” X t° —senx -1 COSX

- 2°Tipo logaritmico: el cambio de variable es “t =denominador”.

dx . Cambio de variable: t = cosx = dt = —senxdx .

Ejemplo: J EZISD;

senx senx
Jomx & =1

= J.——dt = —LM +C= —L‘cosx| +C.
COS X t —senx

3° Tipo exponencial: el cambio de variable correcto es: “t =exponente”.

Ejemplo: j2x-e"zdx . Cambio de variable: t =x*>=>dt = 2xdx .

Ier dx-Jer —Iedt—e +C=¢" +C.
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- 4° Tipo trigonométrico: el cambio de variable “t=dngulo”.
Ejemplo: j2x-cos x*dx . Cambio de variable: t=x">=dt =2xdx ..

J.Zx-cosxzdx :J-2x-cost$ =J.costdt:sent+C:senx2 +C.
2X

- 5°Tipo arco tangente: “t =1la base del cuadrado del denominador”.

dx . Cambio de variable: t =x>=dt=2xdx.

2
Ejemplo: I1+);4

2 2 1

I X cdx = I X dt I sdt=arctg(t)+C= arctg(x )+C.
1+x* ( )2 2x J1+e

- 6° Otros casos en los que aparecen funciones trigonométricas:

a) Impar en seno: “t=cosx”= x =arc cost = dx = ﬁdt.
1-t

senx | 5
J.1+4cos X _'[1+4t Ji-¢ J1+ Qi EfmdtZ

= —% arctg(2t) = —%arctg(Z cos x)+C ;

b) Impar en coseno: “t=senx "= x =arcsent = dx = - dt.
1-t
t’ sen’x
J.senzx-cosxdx:J.t2-\/l—t2 dtzjtzdt=—+C= +C.
1-t 3 3
c) Par en seno y coseno: “t =tgx” = x =arc tgt => dx = e dt.
+t
1 1
COSX = = y SeNX = Cos X-tgX = ———.
Jl+tgx A1+¢2 1+¢

t2
J-senzxdxzj[l+t2] 1 dtz_[ t* dt =

2 ( 1 J1+€ 1+¢
1+t

cos” X
=t—arctg(t)+C =tgx —arctg(tgx)+C=tgx —x +C.

d) Inversa de trigonométrica: por ejemplo, para el arcsenx el cambio de
variable es “t =arcsenx "= x =sent = dx =costdt .
tv1—sen t

Ejemplo: jmdx =j;cos tdt=j
V=x%+1 V—sen’t+1 v1-sen t
2 2
:jtdt=t—+C= (arcsenx) L C.
2 2

. . 13 X E) . 240
e) Ninguno de los anteriores: “t = tg(gj . Las razones trigonométricas

seran: senx = 24 COSX = 1-t tox = & dx = 2di
' (N 1+ 12 145
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Ejemplo:
1 1 2 1 2
dx = . dt= . dt=
J‘1+senx+cosx '[ 2t 1-t° 1+4¢ J‘lth2+2t+1—-t2 1+t
1+t° 1+¢ 1+t
2 1 X

= [——dt=2[ —dt=20J1+{+C=2L{l +tg={+C.

2421 I+t 2

5.6 Integrales por partes.

Puesto que: dy =y’-dx , las propiedades de la diferencial son andlogas a las
ya conocidas en las derivadas, por ejemplo:
du+v)=(u+v)dx=(u"+v)dx =udx + vidx =du +dv.
d(uv)=(uv)dx=(u'v+uv)dx=u'vdx +uv'dx =vdu+udv.

Para nuestro método, nos basaremos en ésta tltima propiedad:
d(vv)=v-du+u-dv=u-dv=d(uv)—v-du = Iu-dv :jd(u‘v)—JV‘du .

Como: Idf(x) = If’(x)dx =f(x), entonces: jd(u- v)=u-v.

Por tanto, hemos conseguido una nueva férmula: _[U'dV =u-v- _[ v-du],

Esta férmula proporciona un método de integracidn, ya que permite
transformar la integral inicial en otra integral, normalmente, mds fécil.

Ejemplo: J.zg-e“dx u=x=du=dx.
dv

dv=e>dx = V:IdV:jez"dx :lezx .
2

Ixezxdx :X-lezx —J'lez"dx =x-lez" —llJ.Zezxdx =X —lez" +C.
2 2 2 22 2 4
Ejemplo: Jé-cos x-dx u=x=du=dx.
U dy

dv=cosxdx= v :Jdv = Icosxdx =senx .

Ix cos Xxdx = x-senx — jsenxdx =x-senx +cosx + C

La clave del método estd en elegir correctamente u y dv:

- Es habitual: u=x", por ejemplo: _[X“senx dx ,Ix“e"dx ,jx“ Inxdx.
- En algin caso, dv =dx, por ejemplo: .[ Lnx dx, jarctgx dx .

- Ejemplos un poco més complejos: I x"arctgx dx , _[e"senx dx.

5.7 Integrales de funciones racionales.

Cuando el grado del numerador es mayor o igual que el grado del
denominador, lo primero que se debe hacer es realizar la division polindmica:
P(x) X
Rx) C(x)
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P(x) R(x) P(x) R(x)
=|C I
PO = Q) CoO+R() = £ = =Co0+ o o= [ o = [Coo+ [o

Siendo: C(x) el cociente (con integral inmediata, al ser un polinomio) y R(x)
el resto, que tiene siempre menor grado que el divisor Q(X).

x® —5x> +6X +2
x—1

Ejemplo: [ dx = [ (x? —4x+2)dx+j£dx=

3 2
24X poxtarx-1j+C
3 2
En lo sucesivo, supondremos que el grado del numerador es menor que el
grado del denominador. El siguiente paso consiste en factorizar el

denominador y se presentan los siguientes casos:

e 1° Que el denominador tenga raices reales simples:

P(x) _ P(x) _ A N B _ A(x=Xx,)+B(x—-Xx,)
Q(X) (X—Xl)'(X—X2) (X_Xl) (X_Xz) (X—Xl)'(X—Xz)
Siigualamos P(x) = A-(x —x,)+B-(x—X,), se calculan A y B comparando

coeficientes, o bien dando valores a la variable x.
Al final tendremos:

P A B
J. (X)=I dx+J(X_X2)dx=A-L|x—xl‘+B-L‘X—X2|+C.

Q(x) (x—=x,)
—x?4+7x+9
Ejemplo: dx
jemp x}+2x7—x=2
—x>+7x+9 —x>+7x+9 A B C
= = + +

x3+2x2—x—2_(x+1)(x—1)(x+2)_x+l x—1 x+2:
LA =D(X+2)+BE+1D)(x+2)+C(x +1)(x —1)
B (x +1D(x = 1)(x +2)

Primera forma: igualando numeradores y dando como valores las raices:
x=—1:1=—2A:A=_71 ; x=1:>15:6B:B=§ ;3 Xx=-2=-9=3C=C=-3.

Segunda forma: seguimos operando e igualamos coeficientes del polinomio.
AT +x-2)+B(x*+3x+2)+C(x*—1) _(A+B+CO)x*+(A+3B)x+(—2A+2B-C)

x+Dx-D)(x+2) x+D(x-D(x+2)
A+B+C =-1
A+3B =7 :>A:_—1,B:—yC 3
-2A+2B-C=9 2

La integral inicial ha quedado descompuesta en tres integrales inmediatas de

tipo logaritmico: Jx;:;:jf:?Z J.xﬁd +J. / dx+.[

X+2

= —l-L|x +1| +§-L\x —1|-3Lx+2[+C
2 2
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e 2°Que el denominador tenga raices reales multiples: (ejemplo genérico)

P(x) _ P(x) A B C D

+ + + =
Qx) (x—x)(x—x,)’ (X x) (x-x,) (x-x,)° (x-x,)’
:A-(x—xz) +B-(x—xl)(x—x2) +C(x—x)(x~X,;)+D(x~X,)

(x—xl)-(x—xz)3
Igualando los numeradores del principio y final:
P(x)=A(x—x,) +B-(x —=x)(x —X,)" +C-(x = x )(X —X,) + D-(x = x,)

En este caso, es conveniente calcular los coeficientes A, B, C y D igualando
los términos de igual grado x°,x°, x y los términos independientes.
Una vez obtenidos los coeficientes, las integrales resultantes son inmediatas.

JP(X)=I A dx+j B dx+I C ~dx + L%dx:
Q(x) (x=x,) (x=Xx,) (x—=x,) (X=X,)
_X2)_2+l (X Xz) —3+1

=A-L|X—X1’+B-L‘X—X2‘+C(X +D =
-2+1 -3+1

I .p 1 :
={K=%X5) —~2AX—%;)
3x+12 3x+12 A B C
~dx= = + + > =
(x=2)(x+1) x=-2)(x+1)" x-2 x+1 (x+1)
_A@+D%Hﬂx=mu+n+c@—n (A+B)x>+(2A-B+C)x+(A-2B— mm
(x=2)(x+1)° (x=2)(x+1)°
3x+12=(A+B)x> +(2A-B+C)x +(A-2B-2C)
A+B =0
2A-B+C =3 |=A=2,B=-2,C=-3
A-2B-2C=12
I—3X+12 2dx=j 2 dx+_[ 2dx+_[ dx =
(x=2)(x+1) X =2 x+1 x+1)
3.(x+1)_1

= ALJx —x,|+BLjx —x,|+C

Ejemplo: _[

=2Lx -2 -2Ljx +1|- +C=2Lx—2[-2L{x +]

x+1

¢ 3°Que el denominador tenga raices complejas:
Si en una ecuacién de segundo grado aparece una raiz negativa, no habra
soluciones reales, pero si dos raices complejas conjugadas: x =atb-i.

En este caso, el denominador puede descomponerse y expresarse asi:
Qx)=[x—(a+bi)][x—(a=bi)]=[x—a—b-i][x—a+bi]=
=[(x-a)-bi}[(x-a)+bi)]=(x—a)* - (bi)* =(x —a)* + b>.
P(x) Ax+B
Qx) 7 (x—a) +b’
se puede descomponer en suma de dos integrales inmediatas: una del tipo
logaritmica y otra del tipo arco tangente.

Una vez transformado el denominador: j y la integral
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Ejemplo: ;3d
L x2+2x+4

x=—1-4/34
x=—1++/3i

Podemos aplicar la formula: [x =a£b-1 = (x — a)’ +b’|, o bien, obtener los

El denominador tiene dos raices complejas: x> +2x +4=0 <

nimeros ‘a’ y ‘b’ igualando y razonando en la siguiente expresion:
x> +2x+4=(x—a)f +b* => x> +2x+4=x"—2ax+a’ +b’ —a=-1,b=+3

j‘ 2X+3 _J' X+3 dXZJ. X2 dX+I 32 dx =

X +2x+4 (x +1) +3 x+1) +3 (x+1)*+3
=1J‘ 2X+22 2 X+J. J' 2x+2

27 (x+1F +3 (x+1 X +2x+4
+1J._722dx +J;2dx:—[Ln (x+1) +3]+ #d

27 (x+1) +3 (x+1)+3 2 (x+1)° +3
Esta dltima integral es del tipo arco tangente:

2 2

3) dx=[—3—dx=

2
J‘(x+1)2+3dx:'|.(x+12+ %+
303 (ﬁ] o

Luego, el resultado final es: %[Ln(x +1)2 _|_3]+ %\B-arctg( X\/—%l) LC.

4 ny3 2
Ejemplo resumen:I3X 2"+ 3%" +X— 3 _J( +_+ 1+DX+E)dX.
X =

X*(x =D(x*+1) x> +1
Ahora, tenemos que calcular A, B, C, D y E y, después, resolver cada una de
las integrales inmediatas.

3x*-2x’+3x*+x-3 A B C Dx+E
=—t+—t+t——*+—F——=
Xz(X—l)(X2+1) x x° x-1 x*+1
CAx(x=1)x2+1)+ B (x —1)(x* +1)+ C-x* (x> +1)+ (Dx + E)- x*(x 1)
1

x*(x— )" +1)

3x*-2x*+3x*+x-3= A-x(x—l)(x2 +1)+B'(x—1)(x2 +1)+C-X2(X2 +1)+(Dx +E)-x*(x-1)
Six=0=>-3=—-B=>B=3;Six=1=22=2C=C=1; Coef.dex:1=—A+B=>A=B-1=2;
Coef.dex*: 3=A+C+D=D=0;Six=-1:4=4A-4B+2C-2E=E =-3.

dx 3-[)( +1 B

J'3X4—2X3+3X2+X 3 _J-( i -3 jdx_zj dX+3j—dX+I

x*(x =D(x*+1) x* - x2+

=2LJx|~2 + Lx — | 3arctg x + C.
X
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