Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

Tema 6: Integral definida.

6.1 Concepto de integral definida.

e Sea f(x) una funcién continua en [a,b]. Si dividimos este intervalo en ‘n’

subintervalos: [a,x,] g [xl,xz] 5 [xz,x3] — [xn_z,xn_l] ; [xn_l,b], podemos
calcular la suma de todas las dreas de los rectdngulos superiores e inferiores,
obteniendo:

S, (F)=m (X, —X,)+m,(X, —X,) + M (X; —X,) +eeeeeeneen +m (K. —X. Js

donde m,,m,, etc., son los minimos de f(x) en cada subintervalo.
Sep(F) =M (X, —X¢) + M, (X, =X,) + M3(X3 = Xy) +evenee +M, (x,_,—X,),

donde M, ,M,, etc., son los mdximos de f(x) en cada subintervalo.

Légicamente, se cumple: S, (f) < Area bajo f(x) < S, ()

= 1
A /—\ e /\
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Cuando ‘n’ tiende a infinito, es decir, cuando aumenta indefinidamente el
nimero de subintervalos, ambas sumas tienden al mismo valor, que se define
como la integral definida:

n—oo n—oo

b
Por definicion, la integral definida = If (x)dx =limS, ; =lim S

Si la funcidn estd por encima del eje de abscisas, el drea coincide con la
integral. Sin embargo, si la funcién esta por debajo del eje ‘x’, los valores
M, y m; son negativos, por lo que la integral también serd negativa. En este
caso, el area y la integral tienen signos opuestos; para obtener el drea, es
necesario tomar el valor absoluto de la integral.

En resumen, la integral definida coincide con el drea, salvo por el signo
cuando la funcién es negativa.

Cuando la funcion corta el eje ‘x’, presenta una parte positiva y otra negativa.
Para hallar el 4rea total, debemos determinar el punto de corte con el eje ‘X’ y
calcular, por un lado, el drea de la parte superior, que coincide con la integral,
y, por otro, el drea de la parte inferior, que es opuesta a la integral.
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En cualquier caso, el drea total siempre serd la suma de todas las integrales en

valor absoluto.

Si f(x)>0 en [a,b]

b
Area = J.f(x)dx

Si f(x)<0 en [a,b]

b
Area :—J.f(x)dx

En general, distintos signos:

Area = jf(x)dx - j-f(x)dx

A —
>0 y=1(x)
(/
a b

L, \\f >
\\
a c\\‘\b g
<0
y =1f(x)

6.2 Propiedades de la integral definida.

1. jff(x)dx =j‘f(x)dx+jf(x)dx

2. jf(x)dx:O

3. j).f(x)dxz—j'f(x)dx

4. j[f(x) +o(x)]dx =jf(x)dx J_rjg(x)dx

5. j‘k-f(x)dx =kj1f(x)dx

6.3 Teorema de la media integral.

. Siendo ce [a,b]

. Siendo k un ndmero real

e Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces existe un

b
punto intermedio ce (a,b) en el que la integral vale: jf(x)dx =f(c)(b—a).

a

f cont.en [a,b]: dce (a,b): If(x)dx = f(c)(b—a)
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Demostracién: Si f(x) es continua en [a,b] por el Teorema de Weierstrass,
alcanza un valor maximo ‘M’ y, un minimo ‘m’ en [a,b] , luego:

j.f(x)dx

b
m(b—a)sjf(x)dx <M(b-a)= mSabTSM

M
f(c) M \
m

Como la funcién f es continua, toma todos los valores comprendidos entre el
maximo y el minimo (propiedad de Darboux). Por tanto, existe un punto

b
[fooax
intermedio ce (a,b) en el que: f(c) :abi = If(x)dx =f(c)-(b—a).
—a

En definitiva, el teorema de la media integral afirma que el drea de la regioén
limitada por la grifica, las rectas x =a, x =b y el eje OX, coincide con el
area de un rectangulo que tiene:

— Como base (b—a).
— Como altura un nimero f(c), comprendido entre el médximo y el minimo
de la funcién.

6.4 Teorema fundamental del calculo integral.

Hasta ahora tenemos dos conceptos con nombres similares, pero que, en
principio, no tienen relacién: la integral indefinida sirve para hallar
primitivas, y, por otra, la integral definida, que sirve para hallar el 4rea
encerrada por la gréfica de una funcién y el eje de abscisas.

Pero ¢existe alguna relacion entre ambas? La respuesta nos la proporciona
el siguiente teorema:
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e Sifes continua en [a,b], entonces la funcién integral asociada definida por:
F(x) = Jf(t) dt es una primitiva de f(x) en [a,b]. Es decir, F'(x) =f(x) para
todo x € [a,b].

Demostracion:

F(x)

a X ¢ x+h b \

x+h

Hemos definido la funcién: F(x) = J.f(t)dt y, por tanto, F(x +h) = If(t)dt .

F(x+h)-F(x)

x+h x+h

F(x +h)—F(x) I f(t)dt_.!f(t)dt If(t)dt
h

=lim-2 =lim—2*———. Porel
h—0 h h—0 h

Fo=lin
x+h

teorema de la media integral, existe ce (x, x+h) enel que .ff(t)dt =f(c)h.

X
x+h

jf(t)dt ferh
. . c)h . _
Por tanto, F(x) = }ll_rg h =lim b —}gr(}f(c) =f(x) , porque el

h—0

punto intermedio ‘c’ depende de ‘x’.

Conclusién: con este teorema hemos encontrado la relacion existente entre la
integral indefinida y la integral definida: acabamos de ver que la funcién
F(x) es una primitiva de f(x). Es decir, el drea bajo la funcién sirve para

definir una funcién primitiva F(x) = jf (t)dt cuya derivadaes f(x).

a

6.5 Regla de Barrow.

¢ Consecuencia practica para calcular una integral definida:

b
Sea G(x) una primitiva de la funcién f(x). Entonces: Jf (x)dx =G(b)—G(a)]|.
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Sea F(x)= I f(t)dt la primitiva definida en el teorema fundamental del

a

calculo integral y sea G(x) otra primitiva que ha sido calculada con integral
indefinida. Sabemos que si F(x) y G(x) son dos primitivas de f(x),

entonces se diferencian en una constante: F(x)= Jf (tHdt=G(x)+C.

a

Si x =a, entonces: F(a):jf(t)dt=G(a)+C:>O:G(a)+C = -C=G(a),

b
Por otro lado, si x=b: F(b)= '[f(t) dt=G(b)+C=G(b)-G(a).

b
Conclusién: j f(x)dx = G(b)=G(a) |.

6.6 Area encerrada por una funcion v el eje x.

b () d
Area:A+B+c:jf(x)dx—jf(x)dx +jf(x)dx
a b e

x?—6x+5=0 — x=

Ejemplo: Halla el area limitada por la funcién: f(x) =x>-6x+5 yeleje

OX en el intervalo [0,5].
Puntos de corte con el eje OX:

X
6t,/36-20 6+4
= -
2 2

Hay dos recintos: 1=[0,1] y I =[1,5]

G(x):j(x2—6x+5)dx :%3—3)(2 +5x

GO)=0; Gl)=2 ; GE)=—=
3 3
Area del recintoIz‘G(l)—G(O)‘:%

Area del recinto I = | G(5)-G()|= 3_32
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y 7 32 39
Area total= —+ —="=13u’
3 3 3
También puede calcularse de esta forma:

1 5
Area total = I(xz —6x+5)dx —j(xz —6x+5)dx =

0 1

5 I 5 5
|2 3x245x | —| 2 —3x245x]| =
3 N |
=(1—3+5]—(9—0+0)— (g—75+25j—[1—3+5) =
2 3 3 3

7 [ 25 7} 7 25 7 39
=—=0—(-—-—= =—+—+§—

=—==13v’.
3 3 3] 3 3 3

Ejemplo: Halla el drea limitada por la funcién f(x)=x’ +x*—2x y el eje ‘x’.

Puntos de corte con el eje ‘X’:

x,=0
X, =1
x3+x2—2x:0:x(x2+x—2):0z X_—li 1+8 _—1i3:>
2 2
X, =-2
Hay dos recintos: 1° [-20] y 2° [01]
4 3
Gx)=[(x* +x2-2x)dx =2+ 2 —x? ’
=] Jax =7+
G(—2)——§' G(0)=0 ; G(l)—_—5
3’ ’ 12 fx)
. 8
Area del recinto 1°=|G(0)—G(-2)| =3
. _ 5
Area del recinto 2°=| G(1)-G(0)| =
Freaiptl =t 2= 2L R ; [ ) '
3 12 12
-1

También puede calcularse sin valor absoluto:

0
Area total = I(XS +x° —2X) dx —j‘(x3 +x° —2x) dx =

-2 0

oL -]



Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

6.7 Area encerrada por dos funciones.

Sean f y g dos funciones continuas en [a,b]. Supongamos que sus gréficas se
cortan en los puntos: X =X,, X =X,, ..., X =X, del intervalo [a,b].

Area = [[f (x)~g(0]dx + [[f(x) = ()] dX + .o + [JF00 - g0l

Xy Xn-1

También puede calcularse sin utilizar valores absolutos, tomando en cada
intervalo la diferencia entre la funcién superior menos la funcién inferior.

Ejemplo: Halla el drea del recinto limitado por las funciones:
f(x)=x+3 y g(x)=x*—x. Veamos que se cortan en (—1,2)y (3,6).

X, =-1
2+, 4+12
X+3=x"-x=>x"-2x-3=0=x= > =2;4:>
X, =3
3 7
G(x)=j(x2—2x—3)dx:%—xz—?)x.
Recinto: [-1,3] G(—l)=§ . G(3)=-9
: f(x)
. 27 5| 32
Area=|G(3)-G(-1)|=|-—-Z="1’
6-6-n|=|- 2 -2 |
También puede hacerse asi:
3 3
Area=“(x+3)—(x2—x)]dx=
-1 2
3 3 t
:J.(—X2+2x+3)dxz[—?+x2+3x} = ! o
—1 -1
:(—2+9+9]—(1+1—3J=9+§=£u2 R 1
3 3 3 3 ;
Ejemplo: Halla el area del recinto limitado por:
f(x)=x>-1y gx)=1-x". >
x,=-1
=>x*-1=1-x"=22x’-2=0=> &
X, =1
2 2X3 1 2
G(x) = [(2x*~2) dx ==~ 2x
3
Recinto: [—1,1] G(—1)=§ : G(l)=%4 )
Area=\G(1)—G(~1)\=§u2.
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Area = j[(l —)(2)—(><2 —1)]dx =

_ _2x3
3
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Segunda forma (sin valor absoluto):

1

-1

3

3

f(x)=x"—2x y g(x)=%.

3

[2x?+2)dx =

2i0)-[2 022402208
3 3 3

N

Ejemplo: Halla el drea del recinto limitado por las funciones:

X, =—2

x3—2x=£2X——2x:03x3—4x=0:x(x2—4):O:> X, =0.

Hay dos recintos: 1° [— 2,0] y 2° [0,2]

g(x)

2 =il 0

f(x)

G(x):j(%—ijdxz%—xz

4

X; =2

G=2)=-2; G0O)=0; G2)=-2
Area recinto 1°= ‘ G(0)-G(-2) | =2
Area recinto 2° = ‘ G(2)-G( 0)‘ =2
Areatotal=2+2=4u’.

Forma alternativa (sin valor absoluto):

0

-2
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