Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

Tema 8: Geometria en el espacio.

8.1 Producto escalar, producto vectorial v producto mixto.

e Producto escalar: dados dos vectores: u = (ux,uy,uz) ¥y ¥= (Vx,Vy,VZ), se

define su producto escalar de las dos formas siguientes:

- |uev :|ﬁ‘-’V|-0080€ (donde a es el angulo

comprendido entre ellos).

<4

- fuev=u,v, tu v +u,v,

En realidad, la segunda expresion puede demostrarse a a

-

partir de la primera. En cualquier caso, de ambas se
deduce que el médulo de un vector es:

- ep—— 2 2 2 . .
|U’ =NUeu = \/llX +u, +u, [,yque el dangulo comprendido entre ambos

vectores viene dado por:

UeV

u, v, +u, v, +u,v,

o = arccos[ ] = arccos

2 2 2 2 2 2
\/ux +u,” +u, '\/VX +v, +v,

Es claro que, si dos vectores son perpendiculares, su producto escalar es cero.
Este hecho serd de gran utilidad: |U L V& uev = 0].
Ejemplo: Dados los vectores u = (1,0,1) yv= (O,—l,l), sus mdodulos

son: ‘ﬁ| = \/5 S

\7‘ =2 y el dngulo que determinan es: o0=60°.

e Producto vectorial: dados los vectores: u = (ux,uy,uz) y v= (VX,Vy,VZ), se

define su producto vectorial de las dos formas |

siguientes:

- Esun vector cuya direccion es
perpendicular al plano que determinan los
vectores U y V; su sentido es el del avance

A

de un tornillo que gira desde u a v,y su

A

<l

modulo es el area del paralelogramo que
determinan ambos vectores.

o

U

Y

—
u

k
- juAav=fu, u, u,
VX VZ

Vy

Igual que en el producto escalar, la segunda expresion puede demostrarse a
partir de la primera. Ejemplo: Dados los vectores i = (1,-1,2) y v = (2,1,0).

i j k
iAvV=[1 -1 2/=-2{+4j+3k=(-2473).
2 1 0
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Este vector es perpendicular a u y v (su producto escalar con ambos es cero).
Ademads, el area del paralelogramo que determinan estos dos vectores es:

Area=[i AV =|(-243) =4(-2) +4”+3* =429
¢ Producto mixto: dados u = (ux,uy,uz), V= (vx,vy,vz)y w =(WX,WY,WZ)

se define producto mixto de la siguiente forma:

|

u, u,

uX
[6,9,%]=GAV)ew=|v, v, v
WX

y A

W, W,

Es decir, es el producto escalar de dos
vectores, siendo uno de ellos el producto
vectorial de los otros dos vectores.
El valor absoluto del producto mixto es el
volumen del paralepipedo que determinan los
tres vectores: drea de la base (producto
vectorial) por la altura (producto escalar).
Veamos el producto mixto de tres vectores:
i=(2-10),v=(,0-1)yw=(012).

2 -1 0

0 -1=0+0+0+2+0+2=4.

1 2

— >
u

A

sl

<t

<l

8.2 La recta en el espacio.

e Dado un punto conocido de larecta A = (x0 +¥gs ZO) y un vector de direccién
ii = (a,b,c), un punto cualquiera del espacio P = (x,y,z) esta en la recta
cuando el vector que determina con el punto conocido A es proporcional al

vector de direccién i = (a,b,c). Es decir: |JAP = Al que es la Ecuacién

vectorial de la recta.
P./

<y
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Si expresamos la ecuacion anterior en coordenadas, tendremos:

X—X,=Aa X =X, +Aa

y—Yy, =Ab,luego: [y Y=Y, + Ab|. Que son las Ecuaciones paramétricas.

z—z,=\c z=1z,+Ac

Despejando el parametro A en las tres ecuaciones e igualando sus
X=X _Y~=Yo _277%
a b C
recta. Si eliminamos denominadores y pasamos todos los elementos al primer

miembro en dos de las ecuaciones (una es redundante), tendremos la
Ecuacion general de la recta que puede interpretarse como la interseccion de

dos ol Ax+By+Cz+D=0
cr=
os planos: AX+By+C +D =0

recta que pasa por los puntos A =(2,2,-2) y B =(4,3,0). Tomamos como

expresiones: . Que es la Ecuacién continua de la

. Ejemplo: hallar la ecuacién de la

punto: A =(2,2,-2) y como vector de direccién: AB = (2,1,2). La ecuacién

X =2+2A 5 ) )
delarectaes: r=9 y=2+A ,obien:rEX_ _y-s_z# .
1 2
z==2+2\

8.3 El plano en el espacio.

¢ Dado un punto conocido del plano: A = (x0 Yoo ZO) y dos vectores de
direccién: i =(a,b,c) y v =(a’,b’,c’). Un punto cualquiera del espacio
P =(x,y,z) estd en el plano si el vector E, que determina con el punto

conocido A, puede expresarse como combinacion lineal (suma de
proporcionales) de los vectores U y V. Es decir, P pertenece al planoT si se

verifica: |AP = Ali +uV|, que es la Ecuacién vectorial del plano.

<4

<
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Expresando la ecuacion anterior en coordenadas, tendremos:

X—X,=Aa+ua’ X =X, +Aa+pa’

y—y, =Ab+ub’, o bien: |7y =¥, +Ab+ub’| . Ecuaciones paramétricas.
z—z,=Ac+uc’ z=17,+Ac+uc’

Ademads, también se puede obtener la ecuacion del plano observando que los

vectores AP, u y v tienen rango menor que 3, porque AP es dependiente
(combinacién lineal) de u y v vy, por tanto, su determinante es 0:

X=X, Y—-Y, Z-2,
a b ¢ [=0]. Ecuacién implicita del plano, que, al
a’ b’ ¢

desarrollar el determinante, serd una expresién: [Ax +By+Cz+D =0].

Ecuacion general del plano. Es muy importante destacar que un vector normal

o perpendicular al plano es siempre: |7 = (A, B,C)|. En efecto, dados dos

puntos cualesquiera del plano, P = (x1 Y152, )yQ= (xz, yz,zz), podemos

comprobar que el vector i es siempre perpendicular al vector P_Q :

n.PQ= A(Xz _X1)+B(Y2 —Y )+C(Z2 - Z1)= (sz +By, +CZ2)_ (AXI +By, +CZ1):
=D -D

=-D—-(-D)=-D+D=0. Esto es asi, porque los puntos P y Q, al estar en el

plano, satisfacen su ecuacion y, por tanto, resulta: — D .

Ejemplo: hallar la ecuacién del plano que determinan los puntos: A = (0,0,1),

B =(23,-1) y C=(1,-1,0). Tendremos entonces: A =(0,0,1) ,

i=AB=(23-2)y v=AC=(1,-1,-1).

x=0+2A+uU
Las ecuaciones paramétricas serdan: ¢y =0+3A—L, y la ecuacién implicita:
z=1-2A-p
x y z-1
2 3 —2|=0.Dedonde: 1=-3x—-2y—-2z+2-32+3-2x+2y=0.
I -1 -1

Es decir: 1=-5x-52+5=0 = m®=x+z-1=0.
Es fécil comprobar que el plano pasa por A y su vector normal i = (1,0,1) es
perpendicular (producto escalar 0) a los dos vectores de direccion del plano.

8.4 Posiciones relativas de rectas y planos en el espacio.

En general, para determinar la posicion relativa de rectas o planos en el
espacio, hay que estudiar la compatibilidad del sistema que determinan, es
decir, se calculan los rangos de las matrices asociada y ampliada del sistema.

e Dos rectas: dadas dos rectas escritas en su forma general como interseccion
de dos planos cada una de ellas, tendremos que estudiar la compatibilidad de
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un sistema de 4 ecuaciones con 3 incdgnitas. Sin embargo, es mejor expresar
X =X, +aA X =x,+aL
las rectas en su forma paramétrica: r={y=y,+bAh y s=<y=y,+bu.A
/7
z=17,+cA z=z,+c'l

continuacion, se estudia la compatibilidad del sistema que se obtiene al

igualar las coordenadas ‘x’, ‘y’, ‘z’, lo que conduce a un sistema de tres

ecuaciones con dos incégnitas: bA—b’lw =y, —y, ;. En este sistema, las

matrices asociada y ampliadason: A={b b"|, A=|b b’|y, -y,

al—all =

X, =X,

cA—cu=1z,-z

’
a a

’
c C

posibilidades segun los rangos son las siguientes:

’
a a |x,—x,

’
c ¢ |z,—

, y las

Rango (A) | Rango (A) Sistema Posicion
1 1 S.C.L. Coinciden
1 2 S.IL Paralelas
2 2 S.C.D. Se cortan
2 3 S.L Se cruzan
/
r
.
/ / r
) /
S
S
x=1+A
Ejemplo: estudiar la posicion relativa de las rectas r=qy=2+A y
z=1+2A
x=3-2u A+2u=2
s=< y=3—u .Elsistema quedaria asi: A+p=1 },cuyas matrices son
z=-1+2u 2A-2u=-2
1 2 1 212
A= I |yA=[1 1|1 | comol|Al=-2-4+4-4+2+4=0,
2 -2 2 -2|-2

tendremos: Rg(A) = Rg(A) =2 y, por tanto, el sistema es compatible
determinado, por lo que las rectas se cortan. Resolviendo el sistema se
obtiene: A =0, u =1,y el punto de interseccién de las rectas es: (1,2,1).
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n=Ax+By+Cz+D=0

MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

} . Las matrices asociada y ampliada

Dos planos: i i .,
T=AX+By+C+D =0
A B C — (A B C|-D
son: A=| , ., |IyA=| , _, , |- Luego, los rangos son:
A" B C A" B C'|-D
Rango (A) | Rango (A) Sistema Posicién
1 1 S.C.L Coinciden
1 2 S.L Paralelos
2 2 S.C.L Se cortan en una recta

m

s

- | /

[

Ejemplo: estudiar la posicion relativa de los planos:

n=2x+3y-z+2=0
T=x+y+z-1=0 |’

2 3 -1 2 3 —-1|-
A= y A=
1 1 1 1 1 111

sistema es compatible indeterminado, por lo que se cortan en una recta.

j ,con: Rg(A)=Rg(A)=2 yel

e Una recta y un plano: Si la recta viene dada en paramétricas, basta con
sustituir sus ecuaciones en el plano. Por el contrario, si la recta estd en forma
general, tenemos que estudiar un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas:

Ax+B,y+Ciz+D, =0
= t=Ax+B,y+Cs;z+D, =0.

A,x+B,y+C,z+D, =0

Al B1 Cl Al Bl Cl - D1
Las matricesson: A=A, B, C,|y A=|A, B, C,|-D,|. Luego,
A, B; C, A, B, C;|-D,
las posibilidades son:
Rango (A) | Rango (A) Sistema Posicion
2 2 S.C.I El plano contiene a la recta
2 3 S.L Paralelos
3 3 S.C.D. Se cortan en un punto

[ —/

[

7,
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. ) . . X+y+z=2
Ejemplo: estudiar la posicion relativa de la recta: r = 1 yel
y-z=
plano: t=2x+y—-z-3=0.
I 1 1 11 1]2
Las matrices son las siguientes: A=|0 1 —1|y A=|0 1 —1]1
2 2

Como |[A|=-1-2-2+1=—-4#0, tendremos: Rg(A) =Rg(A)=3 yel
sistema es compatible determinado, por lo que la recta y el plano se cortan en
un dnico punto. Concretamente, el punto de interseccién es: P = (1,1,0).

Tres planos. Tendremos ahora un sistema de 3 ecuaciones con 3 incgnitas:

T, =Ax+B,y+Cz+D, =0
n, =A,x+B,y+C,z+D, =0;. Las matrices son asociada y ampliada son:
T, =A;x+B;y+C;z+D, =0

Al Bl Cl Al Bl Cl - Dl
A=A, B, C, |y A= A, B, C,|-D, |,y las posibilidades son:
A, B; C, A, B, C,|-D,
Rango (A) | Rango (A) Sistema Posicion

1 1 S.C.L Coinciden

1 2 S.L Dos Paralelos o los tres paralelos

2 2 S.C.L. Se cortan en una recta (dos formas)

2 3 S.IL Dos paralelos o se cortan dos a dos

3 3 S.C.D. Se cortan en un punto

_Pég. 98-




Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

T, =3x+2y+z2=0
Ejemplo, estudiar la posicién relativa de los planos: 7, =x+y+2z=0
T, =2x+y—-z=0

3 2 1 32 110
Las matricesson:A=|[1 1 2 |yA=[1 1 2]0].
2 1 -1 2 1 —-10

Como: ’A| =3+8+1-2+2-6=0, tendremos: Rg(A) =Rg(A)=2 yel

sistema es compatible indeterminado, por lo que los tres planos se cortan en
una recta. Ademads, como ninguno de los planos es paralelo a otro, la
interseccion se produce “como las paginas de un libro”. Concretamente, la
interseccidn o solucidn es la siguiente recta:

321023_3231a32 110 3 2 10
11 20 33_?533 e |01 5[0 3=3+20 1 50].
2 1 —10)~— 0 -1 =350 0 0 00
x =3k
3x +2y+ z=0 .
r= ,obien: |r=1y=-5k|(0,0,0) ; (3-5,1) ; etc.
y+5z2=0 K
7=

8.5 Calculo de puntos, rectas vy planos.

A continuacién veremos los procedimientos mds frecuentes para resolver
problemas de geometria en el espacio. En ellos se pide determinar puntos,
rectas o planos que cumplen ciertas condiciones dadas en el enunciado.
Los casos no incluidos aqui suelen resolverse de forma similar a los que se
estudian en la siguiente coleccion:

P i
¢ Recta paralela a una recta por un punto. ) * ~
El vector de direccién de la nueva recta coincide u,
. ., C .. r -
con el vector de direccion de la recta inicial.
X= A
Ejemplo: hallar la recta paralelaa r=4 y=1+A ,y que pasa por P = (1,0,1).
z= -2\
x=1+uU
u =u, = (1,1,—2). Por tanto, la recta pedida es: s={y = u .
z=1-2n

¢ Recta perpendicular a un plano por un
punto.
El vector de direccién de la recta coincide
con el vector normal al plano.
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Ejemplo: hallar la recta perpendicular al plano: Tt=x—-y+2z—-1=0 que
pasa por el punto P = (1,2,-3).
x—1 y-2 z+3

U, =n, = (1,-1,2). Luego, la recta es: r = " o bien, en
x=1+A
forma paramétrica: r=< y=2—-A .
z=-3+2\

¢ Recta perpendicular a recta por un punto.
Debemos entender que la nueva recta
perpendicular debe apoyarse o cortar a la recta
inicial, ya que, en caso contrario, existirian
infinitas soluciones.
El proceso a seguir es el siguiente:
- Hallar el plano 7 perpendicular a la recta r
que pasa por el punto P.
- Calcular el punto de interseccién de la recta
yel plano: Q=r(\7.
- Larecta pedida es la que pasa por los
puntos Py Q.
Ejemplo: hallar la recta perpendicular a
x—1 y+1
2 -1
- n,=u,= (2,-1,1). Luego, el plano perpendicular a ‘r’ es

r = % que pasa por P =(2,1,0).

n=2x-y+z+D=0.El término independiente D se calcula imponiendo
que T pase por P: 4—14+0+D =0, de donde: D =-3 y el plano es:
n=2x-y+z-3=0.

- El punto Q=r()7 se obtiene resolviendo el sistema que determinan (es
conveniente expresar la recta en paramétricas y luego sustituir en el

x =142A
plano). r =y =—1-A , de donde al sustituir resulta:
z= A

2440 +1+A+A-3=0=A=0 vy, por tanto, Q=rN 7= (1,-1,0).
- Larecta pedida es la que pasa por los puntos P y Q.

X=2-U
P=(210), i, =PQ=(-1,-2,0) y, finalmente, s ={y=1-2y.
z=0
¢ Plano paralelo a un plano por un
punto. e Tn
Si dos planos son paralelos, tienen el
mismo vector normal. 1
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Ejemplo: hallar el plano paralelo a T=2x —-3y+z—2 =0 que pasa por el
punto P =(-1,2,3).
n,=n_= (2,—3,1) . Por tanto, T’ =2x—3y+z+D =0 y, para determinar ‘D’,

sustituimos las coordenadas del punto ‘P’ en la ecuacion del plano:
—-2-643+D=0=>D=5=7"=2x-3y+z+5=0.

e Plano paralelo a dos rectas por un punto.
Para la ecuacion de un plano se necesita un punto (ya lo tenemos) y dos
vectores de direccion, que serdn los vectores de direccion de las rectas dadas.

T

Ejemplo: hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta:

| ; x= 1+A
r=2" =Y;=i,yesparaleloalarecta:SE y= 2—A.
2 1 -1
z=—1+3\
P =(1,3,0) x—-1 y-3 z
El plano se obtiene de: T=<u, =(2,l,—1) yserd: T=| 2 1 -1 =0,
i, =(1,-13) 1 -1 3

que desarrollando resulta: T1=2x -7y —-3z+19=0.

¢ Plano perpendicular a dos planos por un punto.
Si dos planos son perpendiculares, el vector normal de uno actia como vector
direccion en el otro. El nuevo plano se obtiene a partir del punto y dos
vectores direccidn, que serdn los vectores normales de los planos iniciales.
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Ejemplo: Hallar la ecuacién del plano perpendicular a los planos:

T, =2x—-y+z-2=0
y que pasa por el punto P =(0,1,2).
K, =x+y—-z—-3=0

P=(0,1,2)
El plano se obtiene de: T={u=n, = (2,-1,1) y, por tanto sera:
v=n_ =(11,-1)

y—1 z-2

X
=2 -1 1 |=0, que, desarrollando, resulta: t=y+z-3=0.
1

1 -1

Recta perpendicular a otra y paralela a un plano por un punto.
El vector de direccion de la recta pedida debe ser perpendicular tanto al

MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

vector de direccion de la recta dada como al vector normal del plano (por ser

paralelos).

Ejemplo: hallar la recta que pasa por P = (1,—1,0), es paralela al plano:

T=x+y+z—-1=0y

perpendicular a la recta:

pei—2 ¥ _ A )
1 2 -1

Un vector perpendiculara n_y u

r

es su producto vectorial: - 5
i j k ' A

i, =i _Atd,=|1 1 1|=(-321) i,
1 2 -1 n

Por tanto, la recta pedida es:
_x-1_y+1_z

-3 2 1

Recta que se apoya (corta) en dos rectas y pasa por un punto.
Para obtener la recta seguiremos el siguiente proceso:

- Hallar el plano 7 que pasa por P y contiene a la rectar.

- Calcular el punto de interseccién de la otra recta y el plano: Q =s(T.

- Larecta pedida es la que
pasa por los puntos P y Q.

S

(=1

T
Q t

T

PP, p

T

i/

;7
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Ejemplo: hallar la recta que se apoya en las rectas: r = X 2_1 = y_—ll = % y
x=2-A

s=1y=1+\ ,yque pasa por el punto P =(0,1,-1).
z=1-A

- El plano se obtiene a partir del punto y dos vectores de direccidn, uno el
de la recta y otro el que une P con cualquier punto de la recta P, :

P=(0,1,-1) P=(01-1) X y-1 z+1
n=di, =Q2-L)=>n=4,=02-11) =>n=2 -1 1 |=0,de
P. =(1,1,0) PP, = (1,0,1) 1 0 1

donde: t=x+y—-z-2=0.

- Calculamos ahora el punto Q =s[) & resolviendo el sistema que
determinan s y 7, de donde: 2—A+1+A—-1+A-2=0=A =0y, por
tanto, el punto de interseccién es: Q=s(1n = (2,1,1).

- Larecta pedida es finalmente la que pasa por P y Q:

= 2\
P=(0,1,-1) P=(0,1,-1) .
"Slo=ti) =T lpg=coy T
Q=tal T z=-1+2\

¢ Recta perpendicular comin a dos rectas.
Se entiende que la recta pedida debe cortar a ambas rectas, ya que en caso
contrario habria infinitas soluciones. El objetivo es obtener un punto P der,

_—

y un punto P de s, de forma que el vector que determinen: P P, sea
perpendicular simultdneamente a ambas rectas.

t

Ejemplo: hallar la perpendicular comun a las rectas:

x+2 y-1_ z+11 S_x—l_y+2_z
12 4 T T2 T

Es conveniente, en primer lugar, expresar las rectas en paramétricas:

1l

r
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x=-2—-A x= 1l+u
r=<y= 142X y s=y=-2+2u .
z=-11+4A z= 1)

Buscamos ahora dos puntos, uno de cada recta, P, y P, de forma que

\

—_—

PP e«u =0y PP «u =0.Como los puntos de r son de la forma:

P =(-2-A,1+2A, —11+4k) , los puntos de s son de la forma:

P = (1+n,—2+2u,u), yel vector que determinan es:

PP =(3+A+p,—3-2A+2u,11-4A+p).

PP el =—3—-A—p—6-4A+4p+44—16A+41=0.

PP oti =3+A+n—6-4A+4pu+11-4A+pn=0.

. —2IA+7u=-35 .
Resulta el sistema: ,cuya soluciénes: A=2 y u=1, por
—TA+6u=-8

tanto, P = (— 4,5,—3), P = (2,0,1) , y larecta pedida estd determinada por:

P =P =(20,) _ x-2 y z-1
=9, — que, en forma continua, es: t = =——=—

i, =PP, =(6,-54) 6 -5 4

Simétrico de un punto respecto a un plano.

Hay que seguir el siguiente proceso:

- Hallar la recta r perpendicular al plano 7 por el punto P.

- Calcular el punto de interseccién de la recta y el plano: Q=r(\ 7.

- El punto simétrico R es el que cumple la igualdad: P_Q = Q_Ii .

Y

Ejemplo: hallar el punto simétrico de P =(2,2,—1) respecto al plano:
T=x+y—-z—-2=0.
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X=2+A
i =1n,= (1,1,-1). Luego, la recta perpendiculares: r={ y=2+AX .
z=-1-4

Calculamos ahora el punto: Q =r ()7 resolviendo el sistema que

determinar sustituyendo la expresion de la recta en el plano:
24A+2+A+1+A-2=0=3A=-3=A=—1y, por tanto: Q =(1,1,0).

x-1=-1
ﬁj:Q_I{ , luego: (—1,—1,1)=(x—1,y—1,z):> y—1=-1 vy, despejando,
z=1

el punto simétrico serd: R = (0,0,1).

¢ Simétrico de un punto respecto a una recta (es analogo al anterior).

Hallar el plano 7 perpendicular a la recta por el punto P.
Calcular el punto de interseccién de la recta y el plano: Q=r(T.

El punto simétrico R cumple la igualdad ﬁ = Q_li .

x=1+2A
Ejemplo: hallar el punto simétrico de P = (1,1,1) respectoa r=4y = A
z=2+A

n,=u,= (2,1,1), el plano perpendicular es: T=2x+y+z+D=0y el
término independiente D se calcula imponiendo que el punto P pertenece
al plano y cumplira entonces su ecuaciéon: 2+1+1+D=0=D=-4.
Por tanto: 1=2x+y+z-4=0.

Calculamos ahora el punto Q =r ()& resolviendo el sistema que
determinan: 2+4A+A+2+A-4=0=>A=0y Q= (1,0,2).

x—1=0
Fdz@ y, por tanto, (O,—l,l):(x—l,y,z—Z):> y=-1,y
z—2=1

despejando, el punto simétrico serd: R = (1,-1,3).
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8.6 Angulos v distancias.

. Angulo entre dos rectas.

El dngulo entre dos rectas se define como el
angulo que forman sus vectores de direccion,
independientemente de que se corten o no.

A A S
(r,s)z (ﬁr,ﬁs)z arccos li ° U

u

r

L

S

Ejemplo: hallar el dngulo que forman las

rectas:
x=2 y-=2 z+2 x-y=0
r= = = y S =
2 1 2 2x—y+z=0
X =2+2\ X =M
En paramétricas: r={ y=2+A y s=<y=A , ysus vectoresde
z=-2+2\ z=-\

direccién son: U, = (2,1,2), u, = (1,1,—1), luego:

(2’1’2). (1’1’_1) — arCCOSL = 78,90420 .
\/22+12+22.\/12+12+(—1)2 V27

. Angulo entre recta y plano.

Ol = arccos

Es el complementario del dngulo que determinan el vector de direccion de la
recta y el vector normal del plano, es decir:

A N ﬁoﬁ

(r,m)=90°- (i, .1 )= 90°—arccos ———=
i,

Ejemplo: hallar el 4ngulo que determinan la recta y el plano siguientes:

x—l_ _Z+1
2 Y -1

r y m=x+y-z+1=0.
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2.1-1)-(11-1) = 90°—arccos 4
V22 1P (=) 12+ 12 4 (1) J18
Luego, el angulo es: o0 =90°-19,4712°=70,5287°.

o = 90°—arccos

e Angulo entre dos planos.

Coincide con el dngulo que determinan sus vectores normales. Es decir:

A A ioed
(n,,m,) =i, .i, )=ar I
1.7, ) =i, i, )=arccos—

Ejemplo: hallar el dngulo que forman los planos siguientes:
T, =x+y—-2z=0 , ®,=2x+y—-z+2=0
(1,1,-2)«(2,1,-1)

Ol = arccos = arccosg =33,5573°.
P 412 4(=2)% 422 +17 +(=1)?

¢ Distancia entre dos puntos.

En general, todas las distancias se obtienen a partir de médulos, dngulos,
productos escalares y productos vectoriales.
En este primer caso, la distancia es el médulo del vector que

une los puntos. Es decir, d(P, Q) = % PQ
Ejemplo: la distancia de P = (0,1,2) aQ= (— 1,3,2) es:

d(P,Q)=|(-1,2,0) = /(-)* +2% +0> =45 P
¢ Distancia de un punto a una recta.
a) Método analitico:
‘ﬁr AN ﬁ;‘ U, _
Aplicar la férmula: [d(P,r)= TRl
. 2 . area

En esta formula se estd expresando simplemente: (altura = b j g
ase
x=2+A

Ejemplo: hallar la distancia de P =(1,-2,0) alarecta: r={ y=1+A

z=-1-2\A

_—

P =(21-1),PP=(-1,-31) y i, =(1.1-2).
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i ] Kk
1 1 -2/=-5i+j-2k=(-51-2)
-1 -3 1

d(P’r)=|(—5,1,—2)]_J(—5) +124+(=2)7 430

LL=2) P+ +2? 6

b) Método grifico:
Este método consiste en:
- Hallar el plano 7 perpendicular a la recta ‘r’ por el punto P.
- Calcular el punto de interseccion entre plano y recta: Q=r[]T.

—_—

i, APP=(11,-2)A(-1,-3,1)

=+/5

- La distancia pedida es la que hay entre los dos puntos. d(P,r)= ‘P—Q" .

Qy u,

Ejemplo: calcularemos de nuevo la misma distancia del método analitico.

- El plano perpendicular a r por P debe tener como vector normal u,,
n,=u, = (l,l,—2). Por tanto, serd T=x+y—-2z+D=0.Como Pe 7,
1-2-0+D=0=D-=1y,elplanoes: T=x+y—-2z+1=0.

- La interseccion se obtiene resolviendo el sistema entre plano y recta:
24A+1+A+2+4A+1=0= 6A+6=0= A =—1. Luego, el punto de

interseccién es: Q =r(m=(1,0,1).

- d(P.r)=d(P,Q)=[PQ = [02.1) =v0? +27 1 =45

¢ Distancia de un punto a un plano.

a) Método analitico:

_‘A-XO+B'y0+C-ZO+D|

VA +B? +C?

Aplicar la férmula: |d(P, )
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N

P
Esta formula se obtiene al considerar el producto escalar de los vectores n, y

P_Q. , siendo: P = (xo, Vi ZO) el punto desde el que se calculard la distancia,

Q=(x,,y,,z,) un punto cualquiera del plano y fi, un vector normal unitario

del plano:
. _i__ (ABQ) _( A B C J
"ofA JAZ+BZ4C? «/A2+B2+C2,«/A2+B2+C2’\/A2+B2+C2

. PQ |n 'PQ' cosQ = ‘n =d . En realidad, esta igualdad sélo es

vélida en valor absoluto, ya que depende del sentido del vector n, : si apunta
hacia el plano (cos +) o en sentido contrario, alejandose del plano (cos — ),
pues en este caso, el dngulo seria el suplementario del dngulo del gréfico.

=n OPQ‘: ’ ) o(X —X05Y; —Yo-Z —Z):
1 |(,\/A2+B2+C2 _\/A2+B2+C2 \/A2+B2+C2] 1 0°J1 044 0
Won) Bl Clin) | s, Ay oy, o -Cy

_‘ +B2+C2 JA? +B2 +C? «/A2+B2+C2‘_ VA* +B* +C?

Como A-x, +By, +Cz, =-D porque Q pertenece al plano, tendremos:
- Ax,-By,-Cz,-D| |Ax,+By,+Cz,+D|

d =i, - PQ|= -

VA? +B* +C’ A*+B’+C?
Es decir, la distancia es el valor absoluto que se obtiene al sustituir las
coordenadas del punto en la ecuacién del plano (sin igualar a cero), dividido
entre el médulo del vector normal.

Ejemplo: hallar la distancia de P =(1,0,2) al plano T=-x+y+z+5=0.

F11+1:041-2+5 6 _ 643 _ a3

JED? 17 412 «f 3

b) Método grafico:

Este método consiste en:
- Hallar la recta ‘r’ perpendicular al plano 7 que pasa por el punto P.
- Calcular el punto de interseccion entre plano y recta: Q=r ﬂ .

d(P,mt)=

- La distancia pedida es la que hay entre los dos puntos: d(p ‘PQ‘
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PQ

P

Ejemplo: calcularemos de nuevo la misma distancia del método analitico.
- Larecta ‘r’ perpendicular al plano 7 por P, tendrd como vector de

x=1-A
direccién: U, =n, = (— 1,1,1). Por tanto, su ecuaciénes: r=sy= A.
Zz=2+A

- Lainterseccion se obtiene resolviendo el sistema entre plano y recta:
—1+A+A+2+A+5=0=3A+6=0= A =-2, luego el punto de

interseccién es: Q = rNw = (3,-2.0).

- d(P,m)=d(P,Q)= ‘%‘ —(2-2-2) =422 +(=2)* +(-2)* =12 =243,

¢ Distancia entre dos rectas que se cruzan.

a) Método analitico:

Aplicar la férmula: |d(r,s) =

r

. ; volumen
En esta férmula, se expresa simplemente que: | altura = ————— |.

area base
Ejemplo: hallar la distancia entre las rectas:

rEX_1=y—2=z y szx—1=y:Z—+1.
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Los datos son:

P =(1,20), P = (1,0-1), PP =(0,~2-1), 4, = (- LL1) y d, = (1,1,2).

=1+3)-2k =(1,3-2).

(=1}

>

(=1}

Il

|

[—
—
N = FU

(13-2)+(02-1) _ -4 _ 4w 24
(1,3,-2) JP+3 427 V14 14 7

b) Método grifico:
Este método consiste en:
- Hallar el plano 7 paralelo a ‘r’ y que contiene a ‘s’.
- Tendremos entonces: d(r,s)= d(Pr ,T), que ya ha sido estudiado.

s

d(r,s)=

u, _
P, u, B
/ n

d

I
I
|
! i

P, .
) .

Ejemplo: el mismo visto en el método analitico.

P =(1,0,-1) x—1 y z+1
- Elplano se obtienede: m=4 i, =(1,1,2) =>=n=| 1 1 2 |=0,
i, =(-111) -1 1

luego el plano es: T=—-x—-3y+2z+3=0.

-1-1-3-2+2-0+3 |-4

 des)=d(Pn)= | F4_ 4 _afim_o2d
Jo + (3122 14 Va4 T

¢ Distancia entre dos rectas paralelas.

u APP

Es claro que: d(r,s)= d(PS )= , ya estudiado anteriormente.

S
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Los datos son: P, =(2,0,1), P, =(1,0,0), PP. =(-1,0,-1) y &, =(~1L1).

r

FE
i APP. =-1 1 1|=-i-2j+k=(-1-2]1).
1 0 -1
—-1,-2,1 —1)?+(=2)* +1?
d(r,s)zl( )‘:\/( ) +(=2)" + :ﬁzﬁ.
L) Jenr sz 42 B

¢ Distancia de una recta a un plano.

Esta distancia sélo tiene sentido cuando la recta y el plano son paralelos,
porque si se cortan, la distancia es cero.

Es este caso, tenemos que: d(r, )= d(Pr ,T) (que ya ha sido estudiado).

: Pr u,

R e

=1]
A

T

Ejemplo: hallar la distancia entre la recta y el plano siguientes:
x—2 12— 2
o T T
Son paralelos porque: i, *ii, =(—11,-2)* (241)=—2+4-2=0.
2:2+4-1+1-2-2 21
d(em) = d(p,.7) = .8 &1

’Tc - - =
™) V22 +47 417 V2121

¢ Distancia entre dos planos.

y m=2x+4y+z-2=0.

Para que exista alguna distancia que sea distinta de cero deben ser paralelos,
porque en caso contrario, serdn secantes y su distancia serd cero.

Si son paralelos, la distancia entre ellos coincidira con la distancia de un
punto cualquiera de un plano al otro plano. Es decir: d(m,7’) = d(P,t ).

Ejemplo: hallar la distancia entre los siguientes planos paralelos:
T=Xx+2y-z+5=0y n'=2x+4y—2z+1=0. Por ejemplo: P, =(0,0,5).

) N [2:0+4.0-2-5+1 -9 9v24 3v24 36
d(r,n")=d(P,, )= — — = = = - _
J2 +42 427 V24 24 8 4
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