Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

Tema 6: Integral definida.

6.1 Concepto de integral definida.

Sea f una funcion continua definida en [a,b]. Supongamos que dividimos este
intervalo en n subintervalos: [a,X;], [x1,X2] , [X2,X3] ,......... , [Xn2.X0-1] 5 [Xn-1,b].
Podriamos calcular la suma de todas las areas de los rectangulos superiores e

inferiores y obtendriamos:

Ssup(f) = Ml(Xl-X0)+ Mz(Xz-Xl)"‘ M3(X3-X2)+ ........... +Mn(Xn-Xn.1) siendo Ml,
M,, etc., los maximos de f en cada uno de los subintervalos.
Smf(f) = ml(Xl-Xo)+ mz(Xz-X1)+ IIl3(X3-X2)+ ............... +mn(xn-xn.1) siendo mi,

my, etc., los minimos de f en cada uno de los subintervalos.
Logicamente Siyr < Area de f(x) < Sgyp.

7 7

4

x0 x1 xn %0 x1 xn

Cuando n tiende a infinito, es decir, cuando aumenta indefinidamente el
numero de subintervalos tendremos:

n—oeo n—eo

b
limS,; =limS_ = Area de f(x) = Integral definida = If(x)dx

Si la funcion esta por encima del eje de abscisas, el area y la integral son
exactamente 1o mismo, por definicidén. Pero si la funcion estd por debajo del
eje x la amplitud de los intervalos sigue siendo positiva, pero los nimeros M;
y m; son negativos, por lo que la suma daréd una cantidad negativa y por tanto
el resultado de la integral sera negativo. En este caso, para obtener el area hay
que cambiar de signo o bien tomar el valor absoluto de la integral.

Es decir, la integral definida es “casi” igual que el area, s6lo que son opuestas
cuando la funcion es negativa. Si una curva cruza el eje x tendra una parte
positiva y otra negativa. Si queremos calcular el area total debemos calcular
el punto de corte con el eje x, y calcular el area de la parte de arriba, que
coincidird con la integral, y el area de la parte de abajo, que serd opuesta a la
integral. En todo caso el area total sera la suma de todas las integrales en
valor absoluto.
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Area= [f(x)dx Area=— [f(x)dx Area=[£(x)dx — [£(x)dx

6.2 Propiedades de la integral definida.

1. j f(x)dx :jf(x)dx + j f(x)dx| Siendo ce[a,b]

2. jf(x)dx =0

3. ]j.f(x)dx =—if(x)dx
a b

4, j [F(x)+g(x)ldx = j f(x)dx £ j g(x)dx

b b
5. j kf(x)dx =k j f(x)dx| Siendo k un ntimero real

6.3 Teorema de la media integral.

¢ Sea funa funcién continua en un intervalo cerrado[a, b], entonces existe un

b
punto intermedio c € (a,b)en el que la integral vale: If(x)dx =f(c)(b—a).

a

f cont. en [a,b] — Jce (a,b): jf(x)dx =f(c)lb—a)

Demostracion: Si f(x) es continua en [a, b entonces alcanza por el Teorema
de Weierstrass un valor maximo M y uno minimo m en [a,b], luego:
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[£(x)dx

b-a

IA

m(b—a)S}f(x)deM(b—a):) m <M

ALy

Como la funcion f es continua toma todos los valores comprendidos entre el
maximo y el minimo (propiedad de Darboux), luego debe de existir un punto

b
If(x)dx b
intermedioc e (a,b)en el que: f(c)= ab— — If(x)dx =f(c)(b—a)
— a "

fx) El teorema asegura que el area de
/ la region limitada por la grafica,
/ las rectas x=a x=b y el egje OX,
coincide con el area de un
rectangulo que tiene:
-como base (b-a)
-como altura un numero f{(c)

comprendido entre el maximo y
el minimo da funcion.

L - - -

6.4 Teorema fundamental del calculo integral.

¢ Hasta ahora tenemos dos conceptos que se llaman de forma parecida, pero
que de momento no tienen ninguna relacion entre si: por una parte la integral
indefinida se encargaba de obtener primitivas, y por otra parte la integral
definida que esta directamente relacionada con el 4rea encerrada por la
grafica de una funcion y el eje de abscisas.
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Pero, ;qué relacion guardan entre si las dos integrales? A esta pregunta
nos da respuesta el siguiente teorema:

e Sifescontinua en [a,b]entonces la funcion integral asociada F(x) = If (t)dt

a

es una primitiva de fen [a,b]. Es decir, F'(x) = f(x) para todo x de[a,b].

Demostracion:

\

f(c) N

5
1

h)-F(x)
F(x)

.

>

a X cxth b

x+h

Hemos definido la funcién: F(x) = jf (t)dt y porlo tanto F(x+h)= Jf (t)dt

T £(t)dt — ]('f(t)dt Tlt’(t)dt

F/(x) = lim E(x+h)-F() _ o — lim—= — (Por el

10 h h—0 h h—0 h -

hf(c)
h

,siendo ce (x,x +h).

teorema de la media integral) = lhmg
Luego F'(x) = £1rrg f(c) = f(x) porque el punto intermedio ¢ dependia de x.

Conclusién: con este teorema hemos encontrado la relacion buscada entre la
integral indefinida y la integral definida: segun acabamos de ver F(x) es una
primitiva de f(x), es decir, las areas (integrales definidas) de la forma

F(x)= If (t)dt resulta que son una primitiva (integral indefinida) de la
funcion.

6.5 Regla de Barrow.

b
o If (x)dx =G(b) — G(a)|. Siendo G(x) una primitiva de la funcién f(x).

Demostracion:
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La primitiva F(x) es la que definimos en el teorema fundamental del calculo
integral y la otra primitiva G(x) se supone que ya ha sido calculada a partir de
la integral indefinida. Sabemos que si F(x) y G(x) son dos primitivas de f(x),

entonces se diferencian en una constante. F(x) = If (t)dt =G(x)+C

Si x=a entonces F(a) = 0 = G(a) +C luego G(a) = —C, por lo tanto:

F(b) = _Tf (t)dt =G(b) + C = G(b) — G(a). Luego: j'f (x)dx =G(b) — G(a)

6.6 Area encerrada por una funcién v el eje x.

b c d
Area=A+B+C= [ f(x)dx - [f(x)dx + [f(x)dx
a b c

Ejemplo: Halla el area limitada por la funcién f(x)=x? —6x +5 y el eje OX
en el intervalo [0,5].

Puntos de corte con el eje OX:

=1
6+./36-20 6+4]| "
x?—6x+5=0 — x= =
2 2
X, =5
Hay dos recintos: I=[0,1]; II=[1,5]
3
G(x) = I(XZ —6X+5)dX 2)%—3)(2 +5x
7 -25
G0)=0,;, GM)==; GO)=—
3 3
y . o
Area del recinto I:|G(1)—G(0)| :5
g8 14 12

Area del recinto I1= | G(5)-G() | = %

Area‘to‘tal=%+33—2:£:I3u2
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También puede hacerse asi:
5

Area to‘[aIZj‘(X2 —6x+5)dx—j(x2 —6X+5)dX =
0

1

3 ! 3 5
| Z 3k 4 5x | —| 2 —3x2+5x| =
3 0 3 1
= l—3+5 - 9—O+O - E—75+25 - l—3+5 =
3 3 3 3

7 25 7| 7 25 7 39 2
=—+—+—=—=13u
3 3 3 3

Ejemplo: Halla el area limitada por la funcion y = x” +x* —2x y el gje x.

Puntos de corte con el eje x:

X 4x’-2x=0 — x(x*+x-2)=0{ —1%J1+8 _143

Hay, entonces, dos recintos: 1"[—2,0] ; 2°[O,1]
4 3

G = } + 2 2 = X—+ X__ 2
(x) j(x X x}ix 1 3 X
62=-2 . Go=0: ca="2

3" ’ 12
A 8
Area del recinto 1° = |G(O)—G(—2)| =3
A 5
Area del recinto 2° = | G(1)—G(0)| =

. 8 5 37
Areatotal = —+— =——u’
3 12 12

También puede hacerse asi:

Area total= j(x3 +x° —2X)dX —j(x3 +x’ —2X)dX =

-2 0

e Ak

-Pag. 60-



Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

6.7 Area encerrada por dos funciones.

Sean f'y g dos funciones continuas en [a,b]. Supongamos que sus graficas se
cortan en [a,b] en los puntos: x = X, X = X,, ..., X = X

n-

Area= j If(x)—g(x)|dx + j |f(x) — g(x)|dx +evrrrnnee + j [f(x) - g(x)| dx

Xy X; Xp-1

También puede hacerse sin utilizar valores absolutos, considerando siempre
en cada intervalo la diferencia entre la funcion superior menos la funcidn
inferior. Ejemplo: Halla el area del recinto limitado por las funciones:

y=x"-X e y=x+3.
Vemos en la grafica que se cortan en (—1,2) y en (3,6) . Comprobémoslo:

X =-1

2+ 4+12 244
x?—-x=x+3=2>x’-2x-3=0=>x = =

Solo hay un recinto: [-1,3]

3
G(x) = I(xz —-2x —3)1)( =X?—x2 -3x
G(-1) =§ . GB3)=-9

Area = | G(3) —G(—1)| = %uz

También puede hacerse asi:

AreaZj‘[(x+3)—(x2 —X) X =

-1

3
= j(—xz +2x+3)dx ::{_X?S_,_XZ +3X} =
x|

-1

_27 ovo]—[Liiog)oor 2232
3 3 33

Ejemplo: Halla el area del recinto limitado por las funciones:
y=x"—-1¢ y=1-x".

x?-1=1-x’=22x*-2=0>
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G(x) = I(2X2 —2)1)( = x -2x
D=1 G-

Area= | G —G(—1)| =§u2

Otra forma:
1

Area= j[(l —Xz)— (X2 —1)]dx =

-1
1

I(—ZXZ +2)dX =

-1

5] )

202, 8
3 3

Ejemplo: Halla el area del recinto limitado por las funciones:
3

3
=x"—-2Xx e =—
y y >

X1=

x* x*

x* —2x=7:>7—2x=03x3—4X=O:>x(x2—4)=0 X, =2
X, =
Hay dos recintos: 1°[—2,0]; 2°[0,2]

x’ x'
G(x) = I[7—2X}lx =?—x
G(-2)=-2; G0)=0,; G(2)=-2
Area recinto 1°= | G(0)-G(=2) | =2
Area recinto 2° = | G(2)-G( O)| =2
Areatotal =2 +2 =4 u”.

Otra forma:

I{( _zx)—["—;ﬂdx +§K§j_(xa _ZX)}dX _
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