Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS Il LE.S. EL BROCENSE

Tema 8: Geometria en el espacio.

8.1 Producto escalar. producto vectorial v producto mixto.

¢ Producto escalar: dados dos vectores: u = (ux,uy,uz) y v= (VX,Vy,VZ), se

define su producto escalar de las dos formas siguientes:

—

- Juev =|ﬁ|-|\7|-00806 (siendo o el angulo

comprendido entre ellos) v

- U'VZUXVX-l'UyVy-l'UZVZ

En realidad la segunda definicion puede demostrarse a a

partir de la primera. En todo caso, de las dos expresiones —
anteriores se deduce rapidamente que el modulo de un

~ E— 2 2 2 . .
vector es |u| =vUueU = \/ux +u, +u, |y el angulo que determinan dos

vectores es:

—-

UeV uxvx+uyvy+uzvz
—H |%| = arccos = = = = = =
ul- v :

\/ux +u,” +u, \/Vx +v, +v,
Es claro que si dos vectores son perpendiculares, su producto escalar sera

cero. Este hecho sera de gran utilidad. [u L V& uev=0
Ejemplo: Dados los vectores 4 = (1,0,1) y ¥ = (0,—1,1}, calcular sus modulos y

o= arccos(

el angulo que determinan. Los resultados son: |ﬁ| =2 , |\7| =2 y o =60°.
¢ Producto vectorial: dados dos vectores: U = (ux,uy,uz) y V= (VX,Vy,VZ),

se define su producto vectorial de las dos A

formas siguientes:

- Esun nuevo vector, cuya direccidn es
perpendicular al plano que determinan los
vectores U y v, su sentido es el del avance

de un tornillo que gira desde ua v,y su
modulo es el area del paralelogramo que UA

determinan ambos vectores Uy v.

. = = Y
i ] k

- uAav=ju, u, U, -
Ve VvV, Vv,

Igual que en el producto escalar, la segunda definicion puede demostrarse a
partir de la primera.

Ejemplo:
i j k
i=(1-12)yv=(210):iav=|1 -1 2|=-21+4]+3k=(-2423)
2 1 0
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Este vector es perpendicular a u y v (su producto escalar con ellos es cero). Y
el area del paralelogramo que determinan estos dos vectores es:

drea=|ii A V] =|(—2,43) = 4/(=2)" +47 +3> =29

¢ Producto mixto: dados u = (ux,uy,uz), V= (VX,Vy,VZ)y W= (WX,Wy,WZ)

se define producto mixto de la siguiente forma:

A
u u u

X ¥ Z

— — —

[G,v,W]=AV)ew=|v, v, v

X y z

W, W, W

'Y y z

Es decir, es el producto escalar de dos
vectores, siendo uno de ellos el producto
vectorial de los dos primeros vectores.

El valor absoluto del producto mixto es el
volumen del paralepipedo que determinan los
tres vectores: area de la base ("producto
vectorial") por la altura ("producto escalar").
Ejemplo: dados los vectores:
i=(2,-10),v=(,0,-1)y w=(0,1,2)

—_ —
u

AV

| |

2 -1 0O
[0,v,W]=(UAV)ew=[]l 0 -1=0+0+0+2+0+2=4
0 1 2

8.2 Larectaen el espacio.

e Dado un punto conocido de la recta A =(x,,y,,z,) y un vector de direcciéon

t = (a,b,c), un punto arbitrario del espacio P = (x,y, z)estara en la recta
cuando el vector que determina con el punto conocido A es proporcional al

vector de direccion d =(a,b,c). Es decir: |AP = Al | (Ecuacion vectorial de la

recta). Si expresamos la ecuacion anterior en coordenadas tendremos:
P

cl
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X—X, =Aa X =X, +Aa

y—vy, =Ab }luego: |¥ =y, +Ab|(Ecuaciones paramétricas).
z—z,=\C z=2,+AC

Despejando el parametro A en las tres ecuaciones e igualando sus

X —X y—y Z—Z
0 0 0 . i
— . = (Ecuacion continua de la
a C

recta). Si eliminamos denominadores y pasamos todos los elementos al
primer miembro en las dos ecuaciones, tendremos la ecuacion general de la
recta dada a partir de la interseccion de dos planos como se vera mas

Ax+By+Cz+D =0
{A'X+B'y+C'+D' =0
recta que pasa por los puntos A =(2,2,-2) y B =(4,3,0). El punto es
A =(2,2,-2) vy el vector de direccion AB = (2,1,2). La ecuacién

expresiones se tiene:

adelante: |T . Ejemplo: hallar la ecuacion de la

X =2+ 2\
: -2 -2 + 2
esr=7 y=2+A obienr=——2=Y"2_27°
1 2
z=-2+2A

8.3 El plano en el espacio.

e Dado un punto conocido del plano A =(x,,y,.z,) y dos vectores de
direccion i = (a,b,c)y v =(a’,b’,c¢’}. Un punto arbitrario del espacio
P =(x,y,z) estara en el plano si el vector que determina con el punto
conocido A se puede expresar como suma de proporcionales de los vectores

iy v. Es decir: P pertenece al plano T si se verifica |AP = Al +uv
(Ecuacion vectorial del plano).

<3

=4

Expresando la ecuacién anterior en coordenadas, tendremos:
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X—X, =Aa+ua’ X=X, +Aa+pa’
y—y, =Ab+ub’;obien: |y =¥, +Ab + b’ (Ecuaciones paramétricas).
z—2z, =AC+ U z=z,+Ac+uc’

Ademas también se puede entender la ecuacién del plano dandose cuenta que

los vectores AP, u y v, tienen rango menor que 3 porque AP es dependiente
(combinacion lineal) de u y v, y por tanto su determinante sera O:

X=Xy Y=Yy 2%
a b ¢ |=0](Ecuacién implicita del plano), que dara lugar
a’ b’ ¢

desarrollando el determinante a una expresion del tipol Ax+By+Cz+D=0
(ecuacion general del plano). Es muy importante tener en cuenta que un
vector normal o perpendicular al plano es 1 = (A, B,C), porque si

P=(x,,y,.z,)y Q=(x,,y,,2, }son dos puntos cualesquiera del plano t sera
perpendicular a ﬁ , veamoslo:

nePQ = A(Xz _X1)+B(YQ _Y1)+C(Zz _Zl): (sz +By, +sz)_(AX1 +By, +C21):
=-D-(-D)=-D+D =0, porque los puntos P y Q al estar en el plano,

verificaran su ecuacion.
Ejemplo: hallar la ecuacion del plano que determinan los puntos A = (0,0,1)

B=(23-1)y C=(1,-10).
Tendremos entonces: A =(0,0,1) i =AB=(23,-2)y v=AC=(1,-1,—1)

Xx=0+2A+1
Las ecuaciones paramétricas seran: y =0+3A— L, y la ecuacién implicita:
z=1-2A-1
x y z-1
2 3 =2|=0Dedonde: t=-3x—-2y—-2z+2-3z+3-2x+2y=0.
I -1 -1

Esdecirmt=-5x-5z+5=0= m®=x+z-1=0.
Es facil comprobar que el plano pasa por A y su vector normal 1 = (1,0,1)es
perpendicular (producto escalar 0) a los dos vectores de direccion del plano.

8.4 Posiciones relativas de rectas v planos en el espacio.

En general para obtener la posicion relativa de dos o mas lugares geométricos
en el espacio bien sean planos o rectas, hay que estudiar la compatibilidad del
sistema que determinan, es decir, los rangos de las matrices asociada y
ampliada del sistema.

¢ Dos rectas: dadas dos rectas escritas en su forma general como interseccion
de dos planos cada una de ellas, tendremos que estudiar la compatibilidad de
un sistema de 4 ecuaciones con 3 incognitas. Pero es mas comodo expresar
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X =X, +ak

MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

X=X, +all

las rectas en forma paramétrica r=<y =y, +bA y s=<y=y,+bL .y

z=2z,+CA

Zz=z,+CU

ahora, se estudia la compatibilidad de este sistema de 6 ecuaciones con 5
incognitas, que igualando las expresiones de x, y, z quedara un sistema de 3

4
ah—all=x, — X,

ecuaciones con 2 incognitas: 1bA—b'W =y, —y, . En este sistema las

I'4
ch—cUu=2z, -z

4

matrices asociadas y ampliada son: A =

o o o
(@ I = . -

a
|, A=|b
C

4

posibilidades en cuanto a rangos son las siguientes:

X, =Xy
y, =Yy, |ylas
Zy —Zy

Rango (A) | Rango (A) Sistema Posicion

1 1 SCI Coinciden

1 2 S.I Paralelas

2 2 S.C.D. Se cortan

2 3 ST Se cruzan

r
r //’
/ r
/
S
S
x=1+A
Ejemplo: estudiar la posicion relativa de las rectas r=<y =2+A vy
z=1+2A
X =3-2U A+2u=2
s=< y=3—u Elsistema quedaria 4 A+u=1 cuyas matrices son
z=—-1+2u 2A-2u=-2

1 2 1 212

A=[1 1| A= 1| 1 |ycomo [A|=—2-4+4-4+2+4=0,
2 =2 2 =21-2

tendremos Rg(A) = Rg(A) =2 y por tanto, el sistema es compatible
determinado, con lo que las rectas se cortan. Resolviendo el sistema quedara

A=0yu=1y el punto de corte entre las rectas es (1,2,1).
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T=Ax+By+Cz+D =0
T=AXx+By+C'+D" =0

Dos planos.

MATEMATICAS II LE.S. EL BROCENSE

} Las matrices asociada y ampliada

A B CY— (A B C|-D ,
sontA=| , , = ., ,| ylos rangos seran:
A B C A B C|-D
Rango (A) | Rango (A )| Sistema Posicion
1 1 S.CI Coinciden
1 2 SIL Paralelos
2 2 SCL Se cortan en una recta

17
/| A=

_ _ _ T=2x+3y—z+2=0
Ejemplo: estudiar la posicion relativa de los planos:
T=x+y+z—-1=0

2 3 -1

-1 2 3 -2
A .
1 1 1 1 111
Claramente Rg(A) =Rg(A) =2 por lo que el sistema es compatible

indeterminado y los planos se cortan en una recta.
Una recta y un plano. Si la recta y el plano estan escritos en su forma general,
tendremos que estudiar un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas:

Ax+By+Cz+D, =0
Ax+B,y+C,z+D, =0

Las matrices son: A = (

r t=Ax+B;y+C;z+D; =0.

A1 B1 C1 A1 B1 C1 _Dl
Las matricesson:A=|A, B, C,| A=|A, B, C,|-D, |ylas
A3 B3 C3 A3 B3 C3 _D3
posibilidades son:
Rango (A) | Rango (A) | Sistema Posicion
2 2 S.CL El plano contiene a la recta
2 3 S.L Paralelos
3 3 S.C.D. Se cortan en un punto

[

/

/

L

/
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Es conveniente observar que si la recta viene dada en paramétricas, es muy
facil sustituir el valor o expresion de cada incognita x,y,z en la ecuacion del
plano y resolver rapidamente la ecuacion de primer grado resultante.

_ . . _ X+y+z=2
Ejemplo: estudiar la posicion relativa de la recta r = { yoz=1 y el
plano t=2x+y—-z-3=0.

I 1 1 I 1 1/(2

Las matrices son las siguientes: A={0 1 —1| A=[0 1 —1|1

21 -1 2 1 —-1]|3

Como |A| =—1-2-24+1=-4#0, tendremos Rg(A)=Rg(A)=3 yel
sistema serd compatible determinado con lo que la recta y el plano se cortaran
en un Gnico punto. Concretamente la solucién es el punto P =(1,1,0).
e Tres planos. Tendremos ahora un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas:
T, =Ax+B,y+C,z+D, =0
T, =A,x+B,y+C,z+D, = 0;:Las matrices son asociada y ampliada son:

T, =Ax+B,y+C,z+D, =0

A1 B1 C1 A1 B1 C1 - D1
A=|A, B, C,| A=A, B, C,|-D,|,ylasposibilidades son:
A, B, C, A, B, C,|-D,
Rango (A) Rango (K) Sistema Posicion
1 1 SC.L Coinciden.
1 2 S.L Paralelos dos o paralelos los tres.
2 2 S.C.L Se cortan en una recta (Dos formas).
2 3 S.IL Dos paralelos o se cortan dos a dos.
3 3 S.C.D. Se cortan en un punto.

/
/
/

NI
\
NN
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T, =3x+t2y+tz=0
Ejemplo, estudiar la posicion relativa de los planos: ®, =x+y+2z=0

T,=2x+y—2z=0

3 2 1 3 2 1|0
Las matricesson:A=[1 1 2 |yA=[1 1 2[0].
2 1 -1 2 1 =10

Como |A|=—3+8+1—2+2—6=O,tendremos Rg(A)=Rg(A)=2 yel

sistema sera compatible indeterminado, con lo que los tres planos se cortan en
una recta. Como ninguno de los planos son paralelos, los tres planos se cortan
como las paginas de un libro. Concretamente la solucién es la siguiente recta:

3 2 110 3 2 1/(0 3 2 110
28 =32"-1?
1 1 2(0 0 1 5(0(3*=3"+2%|0 1 5|0
3*=33"-21°
2 1 =10 0 -1 =50 0 0 00
x =3k
3x +2y+ z=0 _
r= obien: [r =<y =-5k|(0,0,0);(3,-5,1);etc.
y+3z=0 "
L =

8.5 Calculo de puntos. rectas v planos.

Veremos a continuacion los procesos mas frecuentes para resolver problemas
de geometria, en ellos se pide la obtencidn de puntos, rectas o planos que
deben cumplir determinadas condiciones impuestas por el enunciado. Los
demas casos no contemplados aqui, se asemejan bastante a alguno de la
siguiente coleccion:

Recta paralela a recta por un punto. g - ol
El vector de direccion de la nueva recta paralela B
sera el mismo vector de direccion de la recta r -—
inicial.
X= A
Ejemplo: hallar la recta paralelaa r=< y =1+A que pasa por P =(1,0,1).
z= —2A
Xx=1+U
i, =u, =(11,-2). Luego la recta pedidaes s=1y= L.
z=1-2u

Recta perpendicular a plano por un punto.
El vector de direccién de la recta coincide
con el vector normal al plano.

Ejemplo: hallar la recta perpendicular al
plano t=x—-y+2z—-1=0 que pasa por el

punto P =(1,2,-3).
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x-1 y-2 z+3

u, =n_= (,—1,2). Luego larectaes r = 1 1 o bien en
x=1+A
paramétricas r =4 y=2—-A .
z==3+2A

¢ Recta perpendicular a recta por un punto.

Debe sobreentenderse que la nueva recta

perpendicular debe apoyarse o lo que es lo

mismo cortar a la recta inicial, ya que en caso

contrario habria infinitas soluciones.

Hay que seguir el siguiente proceso:

- Hallamos el planon perpendicular a la
recta r por el punto P.

- Calculamos el punto de interseccion de la
rectay el planoQ=rnm.

- La recta pedida es la que pasa por el punto
Py el punto Q.
Ejemplo: hallar la recta perpendicular a
x=1 y+1 =z
ST T que pasa por el punto

P =(2,1,0).

- i =1, =(2,-11). Luego el plano

r

perpendicular ar sera T=2x.—y+2z+ D =0. El wwimino independiente D
se calcula imponiendo que ® pase por P: 4—-1+0+D =0, de donde
D=-3yelplanoest=2x—-y+z—-3=0.

- Calculamos ahora el punto Q =r N« resolviendo el sistema que
determinan (es conveniente expresar la recta en paramétricas y luego

x=1+2A
sustituir en el plano) r =1y =—1—A de donde al sustituir resulta:
z= A

24+4X+1+A+A-3=0=>A=0 yportanto Q=rnu=(1,-10).
- Larecta pedida es la que pasapor Py Q. P=(2,1,0), u, :P_d =(-1,-2,0)
Xx=2-U
y finalmente s=<y=1-2u.
z=0

¢ Plano paralelo a plano por un punto.
Al ser paralelos tendran el mismo vector normal.

-Pag. 100-



Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS Il LE.S. EL BROCENSE

Ejemplo: hallar el plano paraleloa T=2x -3y+2z—2 =0 que pasa por el
punto P =(-1,23).

i, =1n_=(2-31),luego ©'=2x-3y+z+D =0 y el término independiente
D se calcula imponiendo que el punto P pertenece al plano 'y cumplira su
ecuacion; —2-6+3+D=0=>D=5=>n1'=2x-3y+z+5=0.

Plano paralelo a dos rectas por un punto.
Para la ecuacion de un plano se necesita un punto (ya lo tenemos) y dos
vectores de direccion que ahora seran los vectores de direccion de las rectas.

n

Ejemplo: hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta

x= 1+A
-1 -3
L y es paraleloalarecta s=<y= 2-A .
2 1 -1
z=—1+3A
P =(1,3,0) x-1 y=3 z
El plano se obtiene de t = ﬁr:(Z,l,—l)yseré, n=| 2 1 -1 =0,
i, =(1-1,3) 1 -1 3

que desarrollando resulta: 1 =2x—-7y—-3z+19=0.

Plano perpendicular a dos planos por un punto.

Si dos planos son perpendiculares, lo que para uno es vector normal, para el
otro es vector de direccion. El plano pedido se obtiene a partir del punto y de
dos vectores de direccion, que seran los vectores normales de los planos
iniciales.
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Ejemplo: Hallar la ecuacion del plano perpendicular a los planos:

T, =2x—-y+z-2=0
y que pasa por el puntoP =(0,1,2).
T,=X+y—z-3=0

P =(0,1,2) X y—-1 z-2
El plano se obtiene det =1, = (211} ysera =2 -1 1 |=0 que
i, =(L1L-1) 1 1 -1

desarrollandoes:t=y+z—-3=0.

¢ Recta perpendicular a otra y paralela a un plano por un punto.
El vector de direccion de la recta pedida debe ser perpendicular tanto al
vector de direccion de la recta como al vector normal del plano (por ser
paralelos).
Ejemplo: hallar la recta que pasa
por P =(1,—1,0), es paralela al plano
T=x+y+z—-1=0y
perpendicular a la recta

x=2 y z . -

1 2 -1
Un vector perpendicular a
n_y u,es su producto vectorial:

i ] k
1 1 1|=(=32]1)
1 2 -1

r

. Luego la recta pedida es: s = x| = y+l =2
-3 2 1
¢ Recta que se apoya (corta) en dos rectas y pasa por un punto.
No siempre es posible obtenerla, depende de la posicion de las rectas. Para los
casos en que si es posible, se debe seguir el siguiente proceso:
- Hallamos el planon que pasa por P y contiene a la rectar.

- Calculamos el punto de interseccion de la otra recta y el planoQ =sN 7.
- Larecta pedida es la que pasa por el punto P y el punto Q.

//

/ /
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: -1 -1
Ejemplo: hallar la recta se apoya en las rectas r = X2 =Y 1 :% y
X=2—A
s=<y=1+A yque pasa por el punto P = (O,l,—l).
z=1-A

- El plano se obtiene a partir del punto y dos vectores de direccion, uno el
de la recta y otro el que une P con cualquier punto de la recta:

P =(0,1,-1) P=(0,1-1) x y—-1 z+1
n=<1,=2-L)=>n=4d,=(2-11) =>n=2 -1 1 |=0de
P =(1,1,0) PP =(1,0,1) 10 1

donde t=x+y—-z—-2=0.

- Calculamos ahora el punto Q =s M1 resolviendo el sistema que
determinansy ®, dedonde: 2—-A+1+A—-1+A—-2=0=A =0 ypor
tanto el punto de interseccion es Q =s "= (21,1).

- Larecta pedida es finalmente la que pasa por Py Q. P=(0,1,-1)

= 2A
P =(0,1,—1) P =(0,1,—1) .
“Flo=u) T Pe=@oz TP
T T z=—1+2)\

Recta perpendicular comun a dos rectas.
Se supone que la recta pedida debe cortar a las dos rectas, ya que en caso

contrario habria infinitas soluciones. Se trata de obtener un punto P,de ry un

—

punto P, de s de forma que el vector que determinen, P P, , sea perpendicular
simultaneamente tanto a r como a s.

x-2 y+1 z
3 -5

Ejemplo: hallar la perpendicular comun a las rectas r = y

X+2 y+3 z+2

-2 3 1
Es conveniente en primer lugar expresar las rectas en parameétricas:

S
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X=2+A X =-2-2
r=<y=—-14+3Ays=<y=-3+3u .
z= =5\ z=-2+U
Buscamos ahora dos puntos uno de cada recta, P, y P, de forma que

— —

PP
PI'
el vector que determinan es PP, = (—4—2u—A,—2+3u—3A,—2+u+5A).

—

PP oeli, =—4—2l—A—6+9U—9h+10—51—251=0

I—s
—(

PP ot =8+4u+2A-6+9U—-9A—-2+U+5A =0

_ —35A+2u=0 .
Queda el sistema cuya solucién es A =0y 1 =0 y por tanto

«u, =0yPP +u, =0.Como los puntos de r son
(2+A,~14+3X,—5))y los puntos de s sonP, = (=2 —2u,—3 +3u,-2 + 1)

w

—

—2A+14u=0
P = (2,-1,0), P = (—2,-3,—2)y la recta pedida es la determinada por
x—2 y+l1 =z

P, =(2,-1,0) . ,
t=<{— que en forma continua sera t = = :
PP =(-4-2,-2) -4 -2 =2
¢ Simétrico de un punto respecto a un plano.
Hay que seguir el siguiente proceso:
- Hallamos la recta r perpendicular al plano 7 por el punto P.
- Calculamos el punto de interseccion de larecta y el planoQ=rnm.

- El punto simétrico R es el que cumple la 1gualdad P_Q. = Q_li .

]~

Ejemplo: hallar el punto simétrico de P = (2,2,—1) respecto del
planot=x+y—-z—-2=0.
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X=2+A
- u,=n_= (1,,—1). Luego la recta perpendicular sera r =< y =2+ A
z=—1-4

- Calculamos ahora el punto Q =r N1 resolviendo el sistema que
determinan, de donde 2+ A+2+A+1+A-2=0=23A=-3A=-1y
por tanto: Q =(1,1,0).

x—1=-1
. PQ=QR yportanto (-1-L1)=(x-1Ly-Lz)=>1y-1=-1 vy
z=1
despejando, el punto simétrico sera R = (0,0,1).

e Simétrico de un punto respecto a una recta.
- Hallamos el plano7 perpendicular a la recta por el punto P.
- Calculamos el punto de interseccion de larecta y el planoQ=rn .

- El punto simétrico R cumple la igualdad ﬁj = QT( :

x =1+2A
Ejemplo: hallar el punto simétrico de P = (11,1} respectode r={y = A
z=2+A

—

- 6, =u, =(2,1,1}, el plano perpendicular sera 1=2x+y+z+D =0y el
término independiente D se calcula imponiendo que el punto P pertenece
al planom y cumplira entonces su ecuacion: 2+1+1+D=0=>D=—4.
Portanto m=2x+y+z—-4=0

- Calculamos ahora el punto Q =r N1 resolviendo el sistema que
determinan, de donde 2+ 4A+A+2+A—-4=0=>A=0y Q=(1,0,2).

x—1=0
- ?d =Q_1i y por tanto (0,-11)=(x -1 y,z—2)= y=-1 y
z—2=1

despejando, el punto simétrico sera R = (1,—1,3).
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8.6 Angulos v distancias.

o Angulo entre dos rectas.
El angulo determinado por dos rectas (que se cortan) coincide con el angulo
que determinan sus vectores de direccion.

|

A A
(r,s)= (ﬁr,ﬁs ) = arccos

ci

L
T )

=

cl

T 5

Ejemplo: hallar el angulo que determinan las rectas:

x—2 y—-2 z+2 { x-y=0
= = y S =

r

2 1 2 2x—-y+z=0
X =2+2A X =A
En paramétricas: r=q y=2+A y s=<y=A ysusvectores de
z=-2+2A\ zZ=-\

direccion son: u, = (2,1,2), u, = (1,1,—1), luego:

O = arccos 212)-(L1-1) = arcc:osL = 78,9042°

V22 417427 1+ 1 4 (=1) V27

o Angulo entre recta y plano.
Es el complementario del angulo que determinan el vector de direccion de la
recta y el vector normal al plano, es decir:

|

A A .
(r,m)=90°-(u.,1i_)=90°—arccos ———=

TL|

=

=

el

T

=1

-
—

Ejemplo: hallar el angulo que determinan la recta y el plano siguientes:

x—1_  z+]
2 Y -1

1) (11— 4
(2.1.-1)-(1L1—1) — 90°— arecos
22+ 4 (=12 1P 412+ (=1) Ji8
Luego el angulo es: o =90°-19,4712°=70,5287°

o = 90°—arccos
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¢ Angulo entre dos planos.
Coincide con el angulo que determinan sus vectores normales. Es decir:

A A i_ e
(n,,m,)= (n,tl,n1t2 )= arccos

1 7,
N

n

Ejemplo: hallar el angulo que forman los planos siguientes:
T, =x+y—-2z=0 , ®,=2Xx+y—-z+2=0

(1,1,-2)«(2,1,-1)
I 12 +(=2)> 22 +17 4 (=1)°
¢ Distancia entre dos puntos.
Es el modulo del vector que los une. Es decir, d(P, Q) = ﬁ —

5
Ol = arccos = arccos— = 33,5573°

PQ
Ejemplo: la distancia de P=(0,1,2)a Q =(-1,3,2) es: p
d(P,Q)=|(-1,20) = /(-1)* +2° +0* =5
¢ Distancia de un punto a una recta.
a) Mc¢étodo analitico:
i, APP
Aplicar la formula: d(P,r)="1— l_ i
U, ¢ . -
. . : area
En esta formula se estd expresando simplemente: [altura = Y ]
ase
X=2+A
Ejemplo: hallar la distancia del punto P =(1,-2,0)alarecta r=< y=1+A .
z=—1-2A

—_—

i, APP=(L1,-2)A(-1-31)=|1

T T

—2|=-5i+j-2k=(-51-2)

(=51,-2) (=52 +12+(=2° 430
d(P,r)= = =X 5
R TR B e Ewar N

b) Método grafico:

- Hallamos el plano7 perpendicular a la recta por el punto P.
- Calculamos el punto de interseccion entre plano y recta Q=rN .

- La distancia pedida es la que hay entre los dos puntos. d(P,r)= ‘ﬁ‘ :
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Ve
=1

Ejemplo: calcularemos de nuevo la misma distancia del método analitico.

- El plano perpendicular a r por P debe tener como vector normal
n_=u, =(L1,-2). Portantosera t=x+y—-2z+D=0.ComoPe 7,
1-2-0+D=0=>D=1,yelplanoes t=x+y—-2z+1=0.

- La interseccion se obtiene resolviendo el sistema entre plano y recta:
24+A+1+A+2+40+1=0=6A+6=0= A =-1, luego el punto de

interseccion es Q =rnm=(10,1}).

- d(P.r)=d(P.Q)= ‘P_Q" =[0,21)=0*+22 +1 =45

¢ Distancia de un punto a un plano.
a) Método analitico:

_|A-X0+B-y0+C-ZO+D|
JA>+B>+C’

Aplicar la formula; [d(P, )

Esta formula se obtiene al considerar el producto escalar de los vectores n,y

P_Q’, siendo P =(x,,vy,,2,) el punto desde el que se calculara la distancia,

Q =(x,,V,,2,} un punto cualquiera del plano y 1i, un vector normal unitario
del plano:
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. i (ABC) { A B C j
Vol JATBP 4’ WAZ+B +C? WJAZ+B +C? AT +B2+C

fi, «PQ :|ﬁl|-

ﬁ“@OSOﬂ = |ﬁ1|P_Qb|‘é =d (en realidad la igualdad es cierta
pq

en valor absoluto porque depende del sentido del vector n, si va hacia el

plano, o en sentido contrario alejandose del plano, con lo que el angulo
pasaria a ser el suplementario y tendria coseno opuesto al angulo actual).

[ A B C

VA2 +B2+C?* YA?+B2+C? JA2+B2+C?
Adlx, —x,) + By, —vo) + Clz, - z,) | _ |A'X1 —AX,+By, -By,+Cz _C'Zo|

VA +B +C’ VJA?+B>+C’ \/A2+B2+C2| JA? +B>+C’

d =

A, +PQ| =

]'(Xl —X0:¥Y1 7 Y04 _Zo*:

Como Ax, +By, +Cz =-D porque Q pertenece al plano, tendremos:
|— Ax,-By,-Cz, —D| B |A‘XO +Bvy,+Cz, +D|

VA +B? +C? VA2 +B? +C?

O sea, la distancia es el valor absoluto del nimero que se obtiene al sustituir
las coordenadas del punto en la expresion del plano sin igualar a ceroy
dividir por el modulo del vector normal al plano.

Ejemplo: hallar la distancia de P =(1,0,2) al plano 1= —x+y+z+5=0

d=

ﬁl.lTQ"z

_|FL1+1:04+1:2+5 6 :6J§:2J§

d(P,
(b.7) JED P +12 A3 3

b) Método grafico:
- Hallamos la recta r perpendicular al plano 7t por el punto P.
- Calculamos el punto de interseccion entre plano y rectaQ =rn .

- La distancia pedida es la que hay entre los dos puntos d(P,7) = ‘ﬁ‘ :

Pe
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Ejemplo: calcularemos de nuevo la misma distancia del método analitico.
- Larecta r perpendicular al plano por P tendra como vector de direccion:

x=1-2A
i, =n_=(-111), luego su ecuacién es: r=<y= A
z=2+A

- Lainterseccion se obtiene resolviendo el sistema entre plano y
recta: —1+A+A+2+A+5=0=31L+6=0=>A =-2, luego el punto de

interseccion es:Q =r N w = (3,-2,0}.

- d(p,x)=d(P,Q)= ‘ﬁj‘ =|(2-2.-2) = 2> +(2)* +(-2)* =12 =243

¢ Distancia entre dos rectas que se cruzan.
a) Método analitico:

Aplicar la formula: d(r,s)= S—

volumen }

En esta formula se esta expresando simplemente: | altura = -
area base

Ejemplo: hallar la distancia entre las rectas:

x—1 z+1
—y—-2=z s=x-—-l=y=
T y y y 5

r =

Los datos son:

—

P =(1,2,0) P, =(1,0,-1), PP, =(0,-2,-1), 4, =(-LL1)y i, = (1,1,2).

i
U, A, =|-1 =1+3j-2k=(1,3,-2).

1

(1,3,—2)-(0,—2,—1)|: -4 _ 4 :4Jﬁzzﬂ
10,3,-2) JP+32+(=2) V14 14 7

—_ = )
b = =

d(r,s) =
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b) Mcétodo grafico:
- Hallamos el plano 7 paralelo a r que contiene a s.

- Tendremos entonces: d(r,s)=d(P., ) que ya esta estudiado.

/Ps/'/u
/

|
|
I
|
I
d
|
I
|
|
1

S

|

Pl

=i
y

Ejemplo: el mismo visto en el método analitico.

 =(1,0,-1) x-1 y z+1
- Elplanose obtienede m=< i, =(,12) =>=x=|1 1 2 |=0,
i =(-111) -1 1 1

luego el plano es TE=—X—3y+22+3 =0.

[F11-3-2+42.0+43 |4 4 414 2J14
JED + (=32 +27 14 vr_' 14 7

- d(r,s)=d(P.,7)=

¢ Distancia entre dos rectas paralelas.

Es claro qued(r,s) = d(PS )= ya estudiado anteriormente.

it
u, r
-
X—2 y z

Ejemplo: sean las rectas: r = 1 =y=z—-1 vy ssx—lz—lz—
Los datos son: P, = (2,0,1), P, = (1,0,0), P.P. =(-1,0,-1) y i, =(-111).

i Kk
G, APP =|-1 1 1|=-i-2j+k=(-1-2]1)

~1 0 -1

~1,-21 D) +(=2)> + 1

dro) 12 _JED e 6 o

L)) Jenprerrerr B
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Distancia de una recta a un plano.
Sélo tendra sentido cuando recta y plano sean paralelos, porque si se cortan la
distancia es cero.

Es claro entonces que d(r,7)=d(P,,x} ya estudiado.

P u,
T Tr -

|

|

]

|

Ejemplo: sean r =

y T=2x+4y+z-2=0

Xx—2 _1_2—2
-1 Y -2

Son paralelos porque U, *n_ = (— 1,1,—2)- (2,4,1): 2+4-2=0

l22+41412-2] 8 821

NCEEWENEE J21 21

d(r,m)=d(P,,m)

Distancia entre dos planos.

Esta claro que deberan ser paralelos porque en caso contrario se cortaran y la
distancia sera cero.

Si son paralelos, la distancia entre ellos coincidira con la distancia de un

punto cualquiera de un plano al otro, es decir: d(r, )= d(P,,7t").
/ Pe n /
|

Ejemplo: hallar la distancia entre los siguientes planos paralelos:
T=x+2y—z+5=0y n =2x+4y—2z+1=0.Por gjemplo: P_ =(0,0,5).

_20+4-0-2-5+1 -9 ov24 3J24 346

J2P 42+ (=2 V24 24 8 4

d(m, ") =d(P_, )
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