Martin Serrano Fuentes

Tema 6: Funciones

6.1 Concepto de funcion. Representacion grafica.

Una funcién es una relacion entre dos variables. Para cada valor de la variable
independiente “x” el valor de la otra estd perfectamente determinado y es
Unico. Ejemplo: un rectdngulo

tiene perimetro 10, es decir,

2x +2y =10. Asi que podemos
escribir algebraicamente la
relacion entre las variables
x+y=5,0bien, y=5-x.
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0 5 Estaeslatabla de valores o parejas de nimeros relacionados por
1 4  lafuncion. El valor de la variable independiente "x" puede ser

) 3 cualquiera, pero el valor de la variable dependiente "y" esta

3 ) siempre determinado por la relacion o dependencia funcional

4 |  entre las dos variables.

5 0

Desde un punto de vista mds formal una funcién f entre dos conjuntos de
numeros es una aplicacion (cada elemento tiene una Unica imagen), que
asigna a cada elemento “x” del primer conjunto, un tinico elemento “y” del
segundo conjunto. Decimos que “y” es la imagen de “x” por la funcién f, y lo
escribimos de la siguiente forma:
f: R » R

X » y=f(x) =5—-x
El primer renglén significa que f es una funcion real de variable real y el
segundo renglén significa que a cada ndmero real x se le asigna una tnica

como imagen f(x)=5-x.

Eje Y (ORDENADAS)

En el plano consideramos el origen
de coordenadas O=(0,0) y los dos
ejes graduados: el eje X o eje de \
abscisas, que mide el 5
desplazamiento horizontal, y el eje
Y o eje de ordenadas, que mide el
desplazamiento vertical. La gréfica S IR NN
de una funcién es el conjunto de :
puntos del plano de la forma e
(x,f(x)), es decir, la primera !
coordenada puede ser cualquier

(0. 9)

F---

MATEMATICAS GENERALES LE.S. EL BROCENSE

Eje X (ABSCISAS)

Ne= ===t = = = =

nimero, pero la segunda .
coordenada estd determinada, es
siempre la imagen de la primera.
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Ejemplo: la empresa A empez6 con un capital de 30000€ y cada afio pierde
5000€. Por otra parte la empresa B comenzé con 10000€ y cada afio gana
5000€.

a) Escribe la relacién entre capital y afios transcurridos para cada empresa.
b) Expresa las funciones asociadas a cada relacion anterior.

c) Representa graficamente las dos funciones.

d) (Cuéndo tienen el mismo capital ambas empresas?

Empresa A : y = 30000 —5000x

Sea x el nimero de afios e y el capital. =
Empresa B : y =10000 + 5000x

f: R » R
X > y=f(x) =30000—-5000x
g R » B
X » y=g(x) =10000+ 5000x
X ) X () Para representar graficamente las funciones
0 ; (5)888 0 [ 10000 es conveniente elegir una escala adecuada, en
1 1115000 estro ejemplo puede ser 5000€.
2| 20000 2 {20000 . empresas tienen el mismo capital al cabo
3 15000 31 25000 de 2 afios (20000€), estos valores pueden
4 | 10000 41 30000 ,ptenerse también resolviendo el sistema de
5 5000 5 135000 465 ecuaciones con dos incOgnitas que
6 0 6 ] 40000 geterminan las dos funciones.
Empresa B
35000 —o0
y=9
30000
25000
200004 - ===-=------ (2, 20000)

15000 A

10000 Empresa A

y=Ff(x)

5000 A
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6.2 Caracteristicas generales de las funciones.

¢ El dominio de definicién de una funcion es el conjunto de nimeros reales que
tienen imagen. Es importante conocer el dominio de una funcién porque sélo
ahi se puede representar graficamente. El dominio se obtiene de diferente
forma dependiendo del tipo de funcion:

- Si la funcién es polindmica no hay ninguna dificultad para obtener
cualquier imagen, por tanto, el dominio es todo el conjunto de los
nimeros reales: D=IR .

- Sila funcién es racional habré problemas cuando el denominador sea 0,
luego esos nimeros no estan en el dominio. Es decir, resolvemos la
ecuacion “Denominador=0" y las soluciones se restan o quitan al conjunto
de niimeros reales IR. Ejemplo, hallar el dominio de las siguientes

funciones:

f(x):X—_f—>x—1=0:>x:1 D=IR\{1}

fx)=———>x’-1=0=x =*1 D=IR\{-1,1}
X J—

- Si la funcién es irracional tendrdn imagen aquellos niimeros en los que el
radicando sea mayor o igual que cero. Es decir, el dominio es el conjunto
solucién de la inecuacién “Radicando > 0”. Ejemplo, hallar el dominio de:
f(x)=vx -3 >x-320=x2>3 D = [3,400)

e Cortes con los ejes:
a) Con el eje de abscisas OX: los puntos situados en este eje tienen la
segunda coordenada O y la primera la podemos obtener resolviendo la
ecuacién f(x)=0. Si las soluciones de esta ecuacion son X,X,,Xs,...,

etc., entontes los puntos de corte con los ejes son (X1 ,0), (x2 ,0), (x3 ,0),... .

b) Corte con el eje de ordenadas OY: en este eje la primera coordenada es 0
y la 2° coordenada, como en toda funcién, serd su imagen f(0). Luego el

punto de corte con este eje serd siempre (0,£(0))|.

Ejemplo f(X)zXT-i_z.Resolvemosx-i_2 =0=>x+2=0=>x=-2.Asique

el tnico punto de corte con OX es(—2,0).

Ahora calculamos f (0) = OL22 =1. Asi que el punto de corte con OY es (0,1).

2

/

-1
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* Crecimiento: una funcion es creciente en  f{y)
un intervalo si para cualquier pareja de
nimeros X, y (siendo x<y), las imdgenes
son f(x) < f(y) . Es decir, puntos
situados mds a la derecha tienen imagenes
mayores.

f{x)

® Analogamente, una funcion es
decreciente en un intervalo si para f(x)
cualquier pareja de ndimeros X,y (siendo \
x<y), las imdgenes son f(x)>f(y).Es fly) \\
decir, puntos situados mads a la derecha
tienen imigenes menores:

¢ Una funcién presenta en el punto a un Maximo
relativo si existe un entorno (a—r,a+r), en el que
todas las imdgenes son menores que la imagen de a.
Es decir, cualquier n° x del entorno tendrd una
imagen menor: f(x)<f(a).

¢ Andlogamente, una funcién presenta en el punto a
un minimo relativo si existe un entorno
(a—r,a+r), en el que todas las imdgenes son |
mayores que la imagen de a. Es decir, cualquier n° :

x del entorno tendrd una imagen mayor: !
f(x)>f(a). a X
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6.3 Funciones polindmicas.

e Las funciones polindmicas mas simples son las funciones constantes, su
definicién es f(x) =k, es decir, todas las imagenes valen k y por tanto la

representacion gréafica serd una recta horizontal. Ejemplo f(x)=2.

f(x)=2

-1 0 1 2 3 4

e Las funciones polinémicas de grado 1 son de la forma f(x) =mx+n y por

tanto su representacion grafica serd una recta de pendiente m. Ejemplo
f(x) = x —3 es una recta de pendiente 1 (inclinacién de 45°).

e Las funciones polindmicas de grado 2: f(x) = ax” +bx +c tienen como
representacion grafica una pardbola, que alcanza un maximo cuando el
a < 0= Mix

coeficiente a es negativo, y un minimo si a es positivo. |
a> 0= min.

El procedimiento de representacion grafica es el siguiente:

- Indicar si el vértice es un maximo o minimo. Ejemplo f(x)=x* —4x +3
alcanzard un minimo porque el coeficiente a es positivo (a=1).

- Hallar los puntos de corte con los ejes. Ejemplo f(x) = x> —4x +3.

_4+416-413

- 21 -
X=4iJm—12:4iJZ=4i2:<x=1

2 2 2
Asi que hay dos puntos de corte con OX: (1,0)y (3,0).
Ahora se halla f(0) =0% —40+3=3. Luego el corte con OY es(0,3).

x?—4x+3=0=>x

x=3
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- A continuacién, calculamos el punto més importante, el vértice, por el que
pasa un eje vertical de simetria. La primera coordenada del vértice se
encuentra en el punto medio de las raices que han dado lugar a los cortes
con el eje OX. Y la segunda coordenada es como siempre, la imagen de la
primera. En el caso en que no haya cortes con el eje OX, la primera

b
coordenada del vértice es |~ 2al Ejemplo f(x)=x” —4x +3. La primera
coordenada del vértice es % =2 (o también — L = —_2—;1 = % =2).Y

la segunda coordenada es f(2)=2>—-42+3=4-8+3=-1. Luego el
vértice es V =(2,-1).

- Finalmente, damos valores que sean simétricos respecto al vértice, que
situaremos en el centro de la tabla de valores:

(5, 8)
x | f(x)
-1] 8
f(x)=x?-4x+3 0 3
1 0
2 -1
3 0
4 3
5 8
0, 3)
2]
14
. 0 (1.0 . . ' '
1 0 1 2 3 4 5 6
-1
2 -1

6.4 Funciones definidas a trozos.

¢ Como su nombre indica son funciones que presentan una definicion diferente
segun el intervalo considerado. Al representar estas funciones hay que dejar
muy claro que es lo que ocurre en los puntos criticos donde cambia la
definicion, para ello, hay que representar donde si estd la imagen, un punto
mas grueso @ (relleno) y donde no estd la imagen, un punto vacio © (hueco).
También es muy importante que no haya doble trazo (dos imédgenes) en
ninguna parte, porque entonces no seria una funcion.
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. i . —-x+1 si x<Z2
Ejemplo: representar graficamente la funcién f(x) = ]
2x—4 si x>2

Hay dos intervalos y en cada uno de ellos, una definicion diferente:

En (—o0,2] = f(x) = —x +1 En (2400) — f(x) =2x -4

x | f(x)

0 1

1 0

2 ]1-1 @
3..
2_
1
o\

A 0 1 b 3 4

-14

. . .. 2x —1 si x<l1
Ejemplo: representar graficamente la funcion f(x) = ) .
-x"+3x si x21

Hay dos intervalos y en cada uno de ellos, una definicién diferente:

En (—oo,1) = f(x) =2x -1 En [1400) — f(x) = —x* +3x
x | f{x)
1 {2 @
2 2
3 0
3 -
2-
En cuanto al estudio de la pardbola de
forma resumida, seria el siguiente: 14
El vértice V = 3,2 €S un maximo y /)
2 4 1 : 0 1 2

los cortes son (0,0)y (3,0). El primer

corte estd fuera del rango de definicion de
la pardbola.
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Ejemplo: representar graficamente la funcién f(x) = |x + 1|

—(x+1) si x+1<0
f(x) = ‘ = f(x)= .

x+1 st x+120 x+1 s1 x=2-1
Es decir, todas las funciones definidas a partir del valor absoluto pueden
expresarse como una funcion definida a trozos y en su representacion grafica

el punto y el hueco en los puntos criticos coinciden.
Hay dos intervalos y en cada uno de ellos, una definicién diferente:

-x-1s1 x<-1

En (—oo,—1) = f(x) =—x -1 En [—1,400) — f(x) = x +1
x | f(x)
-1l 0 @
01| 1
o 1] 2

6.5 Funciones racionales.

Son funciones en las que la variable x se encuentra en el denominador. Su

P
expresion general es f(x) = (x) , siendo P(x) y Q(x) dos polinomios.
X
. 1 . .
Ejemplo: f(x) =——-. Debemos seguir el siguiente proceso:

- Observar que el nimero 1 no pertenece al dominio de definicién de la
funcién: x —1=0= x =1, luego D=IR\{1}.

- En el punto que no pertenece al dominio tendremos la asintota vertical
x =1, que determinard la forma de la funcién.

- Es conveniente dar valores proximos a la asintota, porque ahi las
imégenes “se disparan” hacia — oo ¢ bien hacia + .

- A continuacion, damos valores simétricos respecto a la asintota vertical.

- Estas funciones también tienen asintotas horizontales que se estudiardn
mas adelante.

_P4g. 66-



Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS GENERALES LE.S. EL BROCENSE

|
4] : X f(x)
I 1
34 : -2 3
I 2
i | 0 -1
| 09 | -10
— 099 | —100
M\*\\ | 1.01 | 100
3 ! 1.1 10
i 2 1
I 3 1
| 2
S 1
| 4 —
4 [ 3
|

6.6 Funciones exponenciales.

e Su definicién es f(x) =a™ (siendo a>0). Tienen las siguientes caracteristicas:
- D=R.
- Las imagenes son siempre positivas.
- Siempre pasan por el punto (0,1).
- Son funciones que crecen si la base es mayor que 1, y decrecen si la base
estientre Oy 1.

) . 1\ x | ox
Ejemplos: f(x)=2 f(x)=|—

jemplos: £(x)=2" 'y f(x) (ZJ —=

-1 2

4- 0 1

1 2

2 4

3 8

fx)=2*

X J—

2

2| 4

-1| 2

0 1

1

1 J—

2

, 1

L} L} 0 L} I 4
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6.7 Funciones logaritmicas.

® Sudefinicién es f(x) =log, x (a>0). Tienen las siguientes caracteristicas:
- D =(0,4c0).
- Presentan una asintota vertical en larectax =0.
- Siempre pasan por el punto (1,0).
- Son funciones que crecen si la base del logaritmo es mayor que 1, y
decrecen si la base del logaritmo estd entre O y 1.
Ejemplos: f(x) =log,x y f(x)=1log, x

3 X | log, x
1
— -1
2
1 0
2 1
4 2
X logl
2
1
— 1
2
1 0
2 -1
4 -2

6.8 Operaciones con funciones. Composicion.

e A partir de dos funciones f(x) y g(x), podemos definir de forma natural
nuevas funciones:

- Suma: f+g)x)=f(x)+g(x)
- Diferencia: (f )(x) =f(x)—gx)
- Producto: (f-g)x) = f(x)-g(x)
- Cociente: (Ej _ I

g g(x)
- Exponenciacién: (f ¢ )(X) (f(x))E™

e Pero la operacién mds importante es la composicion, que consiste en aplicar
una funcién y sobre el resultado obtenido, aplicar a su vez la otra funcién.
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Ejemplo: consideremos la funcién “sumar 2”: f(x) =x+2 y la funcién

“elevar al cuadrado”: g(x) = x*>. Vamos a componerlas a ver qué ocurre:

f g
B > R » B
X > £(x) > g(f(x))
2 > >0
-1 > | >l
0 > 2 >4
1 >3 »9
2 > 4 > 16
g f
R o R . R
X > o(x) »f(g(x))
-2 > 4 > 6
-1 > 1 >3
0 > 0 > 2
1 > 1 >3
2 > 4 o6

Como podemos ver en este ejemplo la composicion de funciones no es

commutativa.

- La funcién “g compuesta con {7, consiste en aplicar primero la funcion

f(x) y sobre el resultado aplicar g(x), es decir:

(gof)x)=glf(x)

ejemplo anterior:
(gof)x)=gf(x))=g(x +2)=(x+2)* =x> +4x +4

. Enel

- La funcién “f compuesta con g”, consiste en aplicar primero la funcioén

g(x) y sobre el resultado aplicar f(x), es decir: (f ° g)(X) = f(g(X)) .Enel
ejemplo anterior: (f og)(x) =f(g(x))= f(x2 ): x> +2
x [ elfx) x| flgx)
-2 0 -2 6
-1 1 -1 3
0 4 0 2
1 9 1 3
Ejemplo: dadas las funciones 2 16 2 6

f@):iglyg00:3x+2

@°ﬂ@3=g&uﬁ=g(x+j=3{x+j+2=3X+3 4 _3x+7

+
2 2 2 2 2

(f og)(x) = f(g(x))=f(3x+2): (3X +22)+1 _ 3X2+3 |
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6.9 Funcion inversa.

® La correspondencia inversa (no siempre serd una funcion), consiste en
intercambiar originales con imégenes, es decir, darle la vuelta a la tabla de
valores. Ejemplo: consideremos la funcion “sumar 2”: f(x)=x+2.

x | f(x) X £ (x)
-21 0 0 -2
-1] 1 1 -1
0 2 2 0

1 3 3 1

2 4 4 2

En este ejemplo la funcién inversa de “sumar 2” f(x) = x + 2, es claramente

lo contrario, “restar 2”, es decir, ' (x) =x—2.
El procedimiento para obtener la funcién inversa es el siguiente.

(Y3}

- Escribir “y” en lugar de f(x) para operar comodamente.

y=x+2
- Intercambiar originales e imégenes, es decir, intercambiar “x” por “y”.
X=y+2.

(1))

- Despejar “y” para obtener la nueva funcion.
x-2=y=>f"'x)=x-2

- Comprobar el resultado componiendo las dos funciones, debe quedar la
funcién identidad: (f - Of)(X) = (f °f_1)(X) = x|.
(F'ofkx) =" (F(x)=f'(x+2) = (x +2)-2 = x.

Ejemplo: f(x) = 2x —5. Podemos prever que lo contrario de multiplicar por 2
y restar luego 5, consiste en primero sumar 5 y luego dividir por 2.

- y=2x-5

- x=2y-5

X+5 4 X+5
=y=>1f =

- X+5=2y >

- &*okay:F%ﬂx”:f4@x—5)z§§;ﬁai§:g§:x

2 2
Otro ejemplo: f(x) = 2x 1 .
X
_2x+1
X
i X:2y+1
y
- xy:2y+1:>xy—2y=1:>y(x—2)zl:>y=;:>f’1(x)= !
Xx=2 x—=2
2x +1 1 1
- Aftof =f7'(f =f = = =
(£ o)) = £ (%)) (X) STV
X X
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